Analysis I

Sommer 2017

Potenzreihen

Buch Kapitel 3.4 bis 3.6



Erinnerung
Funktionenreihen

Definitlon: {Punktarse und gleichmiBige Kanvergenz)
Die Funktionenreihe 35 £y keibt punctweize bew. gleichmalig kenvergent, wenn
die Foige [x) die Pirtislumeen puriivmise bew. pleichmatiy konvergiet

D Geenzfunktian 4 = lie, . 3, beifit Summe der Reihe f
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Definition: (GleichmiRig absolut konvergent)
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Definition: (Funktionenreihe)
Sei (fx) eine Funktionenfolge auf D. Definiere eine neue Funktionenfolge (s,)

durch: N
sn:ka, n=20,1,2,...
k=0

(sn) heiBt unendliche Reihe oder Reihe der Funktionen (f).
fr heiBen Glieder der Reihe und s,, Teil- oder Partialsummen.



Definition: (Punktweise und gleichmaBige Konvergenz)
Die Funktionenreihe Z,C;O:O fr heiBt punktweise bzw. gleichmaBig konvergent, wenn

die Folge (s, ) der Partialsummen punktweise bzw. gleichmaBig konvergiert.

Die Grenzfunktion s = lim,,_, o S, heiBt Summe der Reihe
Schreibe

oo

s = ka. oder s(x) = ifk(a;) mit x € D.
k=0

k=0



Definition: (GleichmaBig absolut konvergent)
Eine Reihe Y.~ , fix von auf D beschrankten Funktionen heiBt
gleichmaBig absolut konvergent, wenn > .~ o || fx|loo konvergiert.

Bemerkung: Falls > -, fi gleichm&Big absolut konvergent, so folgt auch die
gleichmaBige Konvergenz, denn es gilt:

00 00
Z,fk: SZHfAHoca
k=0 00 k=0

wegen Sup:’[:ED(f + Q) S SupIIIED f + Sup:I:ED g.




Satz: (Stetigkeit der Reihensumme)
Seien f : [a,b] — R stetige Glieder der gleichmaBig konvergenten Reihe > /° ) fk.
Dann ist die Summe s = )", fr ebenfalls stetig in [a, b].



Satz: (Gliedweises Differenzieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Es gelte:

e Sei > - fr eine Reihe auf [a, b] differenzierbarer Funktionen.
e Es existiere die Grenzsumme s(z) = > ., fr(x) fiir wenigstens ein z € [a, b]
e Die Ableitungsreihe - f7 sei gleichmaBig konvergent in [a, b).

Dann ist auch die Funktionenreihe ;- fi gleichmaBig konvergent in [a, b].
Weiter ist die Summe s(z) differenzierbar und s’(x) kann durch gliedweises
differenzieren berechnet werden:

s'(z) = (Z fk) =Y fi
k=0 k=0



Satz: (Gliedweises Integrieren gleichmaBig konvergenter Reihen)
Jede gleichm3Big konvergente Reihe > .~ , fi von auf [a, b] integrierbaren

Funktionen besitzt auf [a, b] eine integrierbare Summenfunktion s =" 7_  fk
und es gilt:

Lbs(x)dxzfai_:fk da:—z

k=0"9



Potenzreihe

Definition: (Potenzreihe)
Betrachte die Potenzreihe

Satz: (ldentitatssatz)

o
Y .
Z“”(‘” —al wag € R op € R Seien f{x) = Y 7 ax(z — x0)* und g(z) = 3 5 ba(z — wo)* zwei Potenzreihen,

k=0 die beide in einem offenen Intervall / um x; konvergieren.
N Die Partialsummen dieser Reihe bilden Polynome s, ix} = 30, aufx — @) ::::ejl’(:te)ruz:&;ﬁ::zaz:tf:h-FOIKe (zx) mit im0 i = 2o, Tt # Lo, dann sind
) @ heiBt Entwicklungspunkt der Potenzreihe, die a, heiBen Koeffizienten. ’

ay=b firk=0,1,... und f(x)=glx) firallerecl.

Bemerkungen:

e Der Satz folgt aus dem Koelflizientenvergleich der Partialsummen

N “
Y a =Y "brt & ap=b.¥Ek=0U:n
=0 =0

Satz heifit auch Unitatssatz oder Eindeutigkeitssatz fur Potenzreihen

MNach dem Satz kann eine Funktion [x] eindeutig durch eine Potenzreine
dargestellt werden (wenn iiberhaupt)

e Grundlage fur Koeffizientenvergleich bei Potenzreihen: Falls
\-m,:,r o) = \Ll":;.o.i wp)” & wn — pyowa + ol R,

so folgt o = by fur alle k.
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Definition: (Potenzreihe)
Betrachte die Potenzreihe

oo
Zak(x —z0)¥, z,z9 €R, ay €R.
k=0

Die Partialsummen dieser Reihe bilden Polynome s,,(z) = ., _, ax(z — zo)*.

xo heiBt Entwicklungspunkt der Potenzreihe, die a; heiBen Koeffizienten.



Satz: (ldentitatssatz)
Seien f(z) = > 5 ar(z — x0)* und g(z) = Y7 br(z — x0)* zwei Potenzreihen,
die beide in einem offenen Intervall I um zy konvergieren.

Falls f(xx) = g(xx) fiir die Folge (xx) mit limy_, o, xx = xg, Tx # xo, dann sind
beide Potenzreihen identisch:

ar =br furk=0,1,... und f(x)=g(z) firallex € I.



Bemerkungen:

e Der Satz folgt aus dem Koeffizientenvergleich der Partialsummen:

n

Zak:c Zbka: & ap =b Ve=0:n.
k=0

e Satz heiBt auch Unitatssatz oder Eindeutigkeitssatz fir Potenzreihen.

e Nach dem Satz kann eine Funktion f(z) eindeutig durch eine Potenzreihe
dargestellt werden (wenn lberhaupt).

e Grundlage fur Koeffizientenvergleich bei Potenzreihen: Falls

Za (z — z0)" Zbkx—xo x €lrg—p,x0+pl, 0 < peR,

so folgt ar = by fur alle k.
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Konvergenz
von Potenzreihen

Satz: (Cauchy und Hadamard)

Zu jeder Potenzreihe - iy [ —10)% mit Koeffizienten ay und Entwicklungspunkt
¢ gibt es ein Konvergenzintervall I =|ay — p, g + p| mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Potenzreine konvergiert fiir & € / punktweise {absolut).

Sie konvergiert gleichmaBig absolut in jedem abgeschlossenen Teilintervall von

I

N

. AuBerhalb von [&y — p, @, + o] divergiert die Potenzreihe.

Bemerkung: {L )
Sezcichne mit livtg 1§70

. i| unbeschrankt {lins . 3]as| 0], soist enzreihe nirgends
crgent

o 15t e oo, &7 0k 0. 50 ist dic leine bestindig konverzent

o Hat die Tolge nur zinen Hasfungspuns, so git

e s 4 o] lin

Und cer Konvergenzradius wird berechnet wie im Satz

Satz: (Konvergenzradius)
Sei 7%, ax (@ — q)* Potenzreihe mit ay, # 0 fiir alle k = ko. Falls

L8]
@

lim
k—oc

=c>0 bzw. klim Ve = ¢ =0,
——

so ist der Konvergenzradius p der Reihe gegeben durch

1 i b 1 1
p=—-= lim W, p=-—= .
¢ koo |Gk ¢ limgoe &/ ag|
Beispiel: Betracate gic Potenzreihe
PRI S o 3 s
LGl IR I S Zk+1¢ .
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dargestellt werder

* Grundlage fiir Ko




Satz: (Cauchy und Hadamard)
Zu jeder Potenzreihe > 7°  ax(z—xz0)* mit Koeffizienten ay, und Entwicklungspunkt

xo gibt es ein Konvergenzintervall I =|zg — p, xo + p| mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Potenzreihe konvergiert fiir z € I punktweise (absolut).
Sie konvergiert gleichmaBig absolut in jedem abgeschlossenen Teilintervall von

I.

2. AuBerhalb von [zg — p, g + p] divergiert die Potenzreihe.

Bemerkungen:

Divergenzé Konvergenz Divergenz
e Moglich: p =0 und p = oc. Xop Xo Xo#p
e Fiir p =0 gilt I = (), allerdings konvergiert jede Potenzreihe fiir x = z¢

Trotzdem nennen wir die Potenzreihe in diesem Fall nirgends konvergent.
e Fur p = oo bezeichnen wir die Potenzreihe als bestandig konvergent.
e p heiBt Konvergenzradius der Potenzreihe

e Beweis durch konstruktive Berechnung von p (siehe nachsten Satz).



Bemerkungen:

Divergenz Konvergenz Divergenz
. : . i -
e Moglich: p =0 und p = . Xo-p Xo Xotp ¥

e Fir p =0 gilt I = 0, allerdings konvergiert jede Potenzreihe fiir z = xy.
Trotzdem nennen wir die Potenzreihe in diesem Fall nirgends konvergent.

e Fur p = oo bezeichnen wir die Potenzreihe als bestandig konvergent.
e p heiBBt Konvergenzradius der Potenzreihe.

e Beweis durch konstruktive Berechnung von p (siehe nachsten Satz).



Satz: (Konvergenzradius)
Sei Y 7 o ak(z — xo)* Potenzreihe mit ax, # 0 fur alle k > kq. Falls

Ak+1
Ak

lim
k— o0

=c>0 bzw. lim {/|ax| =c >0,
k— o0

so ist der Konvergenzradius p der Reihe gegeben durch

1 ar

p=— = lim bzw. p =

C k— o0

1 1
C

- limpe Y ax|

Ak+1



Beispiel: Betrachte die Potenzreihe

a

3 9 27
T+ -+ x4+ 4

2k+1
2 3 A v

|
(]
=
+ GV
p—

7
I
O



Bemerkung: (Limes superior)
Bezeichne mit limy_, o {/|ax| den groBten Haufungspunkt (Limes superior) der

Folge {/|ai|, so berechnet sich der Konvergenzradius immer mit

1
p=—= -
limg 00 A/ |ak]|

e Ist {/|ax| unbeschrankt (limy_,o ¥/|ax| = o0), so ist die Potenzreihe nirgends
konvergent.

o Ist limy_,oo &/|ax| = 0, so ist die Reihe bestindig konvergent.

e Hat die Folge nur einen Haufungspunkt, so gilt
limg 00 4/ |ak| = Jim V lag|

Und der Konvergenzradius wird berechnet wie im Satz.



Operationen
mit Potenzreihen

Satz: (Konvergenz von Summe und Produkt von Potenzreihen)

Seien 277, ac(x — x)* und 3250 belx — xp)
§ W o

# zwei Potenzreinen. Dann gilt im Bemerkungen.

B

o
k=0

und

=0

mit ¢x = aghy + ayby_y +

o x
N antz —mo)t + Y belw =zl =Y (ap + bi)(w — 20)*

(Z ax(x —a)®

-+ axly
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Satz: (Gliedweise Differentiation und Integration von Potenzreihen)
Sei f{x) =30 g ax(z —xq)" Potenzreihe mit Summe f{x) und Konvergenzradius
p =0 (Konvergenzintervall I =|xq — p, g + pl.

1. Die Funktion f{x) ist auf dem Konvergenzintervall / beliebig oft differen-

zierbar. Die Ableitungen berechnen sich durch gliedweise Differentiation der
Potenzreihe:

JiX) = Zkuk(w Y

k=0

2. f{x) ist Uber jedes abgeschlossene Teilintervall [a.b] ¢ ! integrierbar (da
stetig). Das Integral kann durch gliedweise Integration der Potenzreihe berech-

net werden:
b > ag . " "
[ fayde =Y bz = (-0t )
Ja k=0 g

iben: De Tailsummen sind Polynume, daler dif-
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Satz: (Konvergenz von Summe und Produkt von Potenzreihen)
Seien Y po o ak(z — x0)* und >0, b(x — z0)* zwei Potenzreihen. Dann gilt im
gemeinsamen Konvergenzbereich

Zak(x—xo +Zbkx—x0 =Zak—|—bk x—azo)k’
k=0 k=0 k=0

und
(Zak(az—azo)k) : (Zbk(x—xo ) ch x — o))"
k=0 k=0 k=0

mit ¢ = agbp + a1b—1 + - -+ + arby.



Bemerkungen:

e Satz von Cauchy und Hadamard: Potenzreihen konvergieren gleichmaBig
in jedem abgeschlossenen Teilintervall des Konvergenzbereiches.

e Satz uber Stetigkeit gleichmaBig Konvergenter Funktionenfolgen: In
diesen Teilintervallen sind Potenzreihen stetig.

e Definition der Potenzreihen: Die Teilsummen sind Polynome, daher dif-
ferenzierbar und integrierbar.

e Satz uiber gliedweise Differentiation und Integration: Potenzreihen lassen
sich gliedweise differenzieren und integrieren.



Satz: (Gliedweise Differentiation und Integration von Potenzreihen)
Sei f(z) = r—yar(x —x0)* Potenzreihe mit Summe f(z) und Konvergenzradius
p > 0 (Konvergenzintervall I =|xg — p,zo + p[.

1. Die Funktion f(x) ist auf dem Konvergenzintervall I beliebig oft differen-
zierbar. Die Ableitungen berechnen sich durch gliedweise Differentiation der

Potenzreihe:

F(X) =Y kap(z —x0)*".
k=0

2. f(x) ist Uber jedes abgeschlossene Teilintervall [a,b] C I integrierbar (da
stetig). Das Integral kann durch gliedweise Integration der Potenzreihe berech-

net werden:

f(@) de =" —F[(b— 20)*! — (a— z0)**].



Bemerkung: Die differenzierte bzw. integrierte Reihe hat jeweils denselben Kon-
vergenzradius, wie die Reihe selbst.

Beispiel: es ist - -
im0 \k/ |l<:ak| = limg 00 \k/ |ak|7

denn

lim Vk = 1

k—o00

= p f'LirZ ar(z — x0)" und Z kay(x — x0)" gleich.
k=0 k=0



Komplexe
Potenzreihen

Beobachtung:
Ist

x
ag + ay(z = zg) + az(z - ) 4= Zﬂk(: - Zo)k
kw0
mit ax, z,ty € C komplexe Potenzreihe, dann charakterisiert der Konvergenzradius
kein Intervall, sondern einen Konvergenzkreis um die komplexe Zahl z.

Imz|

Bemerkungen: Alle Kriterien, in denen Betrdge verwendet wurden, gelten auch im
Komplexen:

* Quotientenkriterium
* Wurzelkriterium
+ Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius o

» Satz von Cauchy und Hadamard

Fulgt mit dam Zwisznenuwertsacz auch die Sarjekivizit,

o Insgesamt ist o alao hijckt'.




Beobachtung:
st

oo
ap + a1(z — 29) + az(z — z0)2 4o = Zak(z — zo)k
k=0

mit ag, z,tg € C komplexe Potenzreihe, dann charakterisiert der Konvergenzradius
kein Intervall, sondern einen Konvergenzkreis um die komplexe Zahl z.

I\
Imz

V
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Bemerkungen: Alle Kriterien, in denen Betrage verwendet wurden, gelten auch im
Komplexen:

e Quotientenkriterium
e Wurzelkriterium
e Formeln zur Berechnung des Konvergenzradius p

e Satz von Cauchy und Hadamard
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Exponentialfunktion

Erinnerung: Die Cxponentialfunktion ist g

von flx 27 an der

Aber die Berechnung be'sp
zwert ist unpraktisch

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R = &

= ¥ z?
explz) 1= Teltet g+
23 2l

heiBt Exponentialfunktion.

der
Mir Lilfe aes Add tanshonems firdst man:

—explll) - 1.

o Exist mmpli = 0 i Sann folst sus cem Additicrsthesrm
1

expirl’

pa s wnd ol
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o Czgilt auck: lim, | expirs — 0.

o Az der Munotonie bolst: mxp s B —lLacT st mjektiv.
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3

T

V3 via ¢ Die Definition ist sinnvoll, da man zeigt, dass p = oc filr exy

Bemerkungen:

e Fur z = 0 gilt offensichtlich expi(}) = 1.

1+

e Fir

= 0 gilt expla) = also ist g, exple) = .

o Nach Definition ist explx) auf 1), ~c[ streng monoton wachsend

Satz: (Additionstheorem)
Fiir die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).

(3]

Erini
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Erinnerung: Die Exponentialfunktion ist gegeben durch

Aber die Berechnung beispielsweise von f(z) = 2% an der Stelle 2 = /3 via

Grenzwert ist unpraktisch.

Definition: (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R -+ R

.k
XL XL XL
exp(x)::§ F:1+:z:: e
k=0

heiBt Exponentialfunktion.



Bemerkungen:
e Die Definition ist sinnvoll, da man zeigt, dass p = oo fiir exp(x).
e Fiir z = 0 gilt offensichtlich exp(0) = 1.
o Fiurx > 0 gilt exp(x) > 1+ z, also ist lim,_, ., exp(x) = oo.

e Nach Definition ist exp(x) auf [0, co[ streng monoton wachsend.



Satz: (Additionstheorem)
Fur die Funktion exp : R — R gilt das Additionstheorem:

exp(z) - exp(y) = exp(z + y).



Eigenschaften der Exponentialfunktion:
Mit Hilfe des Additionstheorems findet man:

o exp(z)-exp(—z) =exp(x + (—z)) = exp(0) = 1.

e Esist exp(xz) > 0 fiir x > 0. Dann folgt aus dem Additionstheorem:

1
exp(z) > 0Vz € R und exp(—z)= oxp(@)’ /
y
e Also ist exp(x) streng monoton wachsend auf ganz R. f(x) = exp(x)
el

e Es gilt auch: lim, , . exp(xz)=0.

e Aus der Monotonie folgt: exp : R —]0, oo[ ist injektiv. /

e Aus Konvergenz der Potenzreihe folgt Stetigkeit auf R. Aus

lim exp(z) =0 und lim exp(z) =0
T——00 T—r00

folgt mit dem Zwischenwertsatz auch die Surjektivitat.

e Insgesamt ist exp also bijektiv.
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