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Erinnerung:

Definition: (Uneigentliches Integral)
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b], mit b € R U {oo} und
jedem Intervall [a, c|, ¢ < b stiickweise stetig. Durch die Vereinbarungen:

/bfx)d:c—ll}‘l%/cf(:v)dz

/ f(x) dz := lim f(:c) dr

C— 00

erweitern wir den Integralbegriff auf
a) Integranden f(x), die bei x b unbeschrankt sind,

b) unbeschrankte Integrationsintervalle [a, oo|.



Satz: (Cauchy-Kriterium)

Die Funktion f(x) sei in [a, 00| Uber jedes abgeschlossene Teilintervall integrierbar.
Dann konvergiert das Integral
oo
| i@

genau dann, wenn Ve > 0, 3X > a, so dass fur alle x1,z5 mit X < z1 < x5 gilt:

/ij f(x) dx

< €.

= o




Satz: (notwendige Konvergenzbedingung fur Uneigentliches Integral)
Ist f(x) > 0 und monoton fallend, dann folgt aus der Konvergenz des uneigentlichen
Integrals [ f(z) dx

lim f(x)=0.
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Satz: (Majorantenkriterium)
Ist f(x) > 0 und gilt g(x) > f(x) auf [a, c0], so gilt:

1. konvergiert [ g(z) dz, dann konvergiert auch [ f(z) dz, und
2. divergiert [ f(z) dz, dann divergiert auch [ g(z) dz.

Im Fall 1. nennt man g(x) die konvergente Majorante von f(x) und
im Fall 2. nennt man f(x) die divergente Minorante von g(x).



Satz: (Absolute Konvergenz)
Konvergiert das uneigentliche Integral

[ 1@ dz

dann konvergiert das uneigentliche Integral
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Satz: (Potenzfunktion als Majorante)
Betrachte I = [ f(z) dz mit (a > 0), wobei f(x) iber jedes beschrinkte Teilin-
tervall [a, oo[ integrierbar sei.

1. Ist fir x > ¢ > y (d.h. ab einer gewissen Stelle z = ¢)
M
f(x)| < —, mita>1,M >0,
T

(d.h. f(z) =O(x™?) fir z — o0, so ist | konvergent.

2. Ist ab einer Stelle ¢ > a, d.h. fiur x > ¢ dagegen

N
flz) > —, mita <1,N >0,
x

dann ist | divergent.



Unendliche Reihen

Bemerkungen und Begriffe.
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Definition: (Unendliche Reihe)
Betrachte Zahlenfolge ag, a1, as2,... € R. Addiere die Elemente nacheinander auf
und erhalte neue Zahlenfolge (s,,):

Sop =ag, S1 =ap+ai, Sp =ap+ai + as,...

(sn) heiBt unendliche Reihe (oder kurzReihe). Schreibe auch
ag+ a1 +ao +--- oder Zak.
k=0

Die Glieder a,, der Zahlenfolge (a,) heiBen auch Glieder der Reihe >}~ , ak.



Bemerkungen und Begriffe:
e Summen s,, = ZZ:O air heiBen Teil- oder Partialsummen der Reihe.

e Ist p € Z, so ist Zzozp ay als Teilsummenfolge (s!) zu verstehen:

n

/ / /

Sg = Qp, S = Qp + Qpy1y...,8, = g Ap4k-
k=0

Anders herum: setzt man by = a +p fur k =0,1,2,..., so gilt
Dok =2 b
k=p =0

die Reihe mit Anfangsindex p lasst sich also auf eine Reihe mit
Anfangsindex 0 zuruckfuhren.

e Aus einer unendlichen Reihe kann man eine beliebige (endliche)
Summe “herausziehen”:

o0 o
Zak:ao—l—al—l—---ap_l-l—Zak, p € N.
k=0 k=p



Definition: (Konvergenz einer Reihe)
Eine Reihe ).~ , ax heiBt genau dann konvergent, wenn die Folge (s;,) ihrer Par-
tialsummen konvergiert. Ist s der Grenzwert dieser Folge (s = lim, o0 Sn), SO

schreibe
oo
S = E a.
k=0

s heiBt Grenzwert oder Summe der Reihe. Konvergiert die Reihe nicht, so heiBt sie
divergent.



Satz: (Operationen mit konvergenten Reihen)
Die folgenden Operationen sind gliedweise mit konvergenten Reihen zulassig:

e Summe/Differenz:

Z(ak + bk) — Zak + Zbk.
k=0 k=0 k=0

e Multiplikation mit Skalar:



Kriterium: (Notwendiges Konvergenzkriterium flir Reihen)
Bei einer konvergenten Reihe Y.~ ai bilden die Glieder eine Nullfolge:

lim A — 0.
k— o0



Konvergenzkriterien

Satz: (Monotoniekriterium)
Eine Reihe ZZ‘;O ;. mit ay > 0 konvergiert genau dann,
wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrankt ist.

Beweis: Folgt 2us Satz uber Konvergenz beschrankter und monotoner Folgen,
da s, =510

Noton steigt

Satz: (Leibniz-Kriterium)
Eine alternierende Reihe

Ay — @y + g —ay=---

Satz: (Chauchy-Kriterium)
Eine Reihe 37 a; konvergiert genau dann, wenn gilt:
Zu jedem € = 0 gibt es ng{e) € I, so dass ¥n = m = np(e) stets

e

> o

F=n+1

< €.

Beweis: Folgt aus der Beobachtung

Dies ist die Cauchy-Folgenbedingung fur die Partialsumme (s

= i(_];‘k”k

mit az > 0 konvergiert, wenn die Folge (ag) monoton fallend ist und gegen Null

strebt:

khﬂl ag = 0.



Satz: (Monotoniekriterium)
Eine Reihe Y7~ , ar mit ar > 0 konvergiert genau dann,
wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrankt ist.

Beweis: Folgt aus Satz liber Konvergenz beschrankter und monotoner Folgen,
da s, = Y,_oar monoton steigt.



Satz: (Chauchy-Kriterium)
Eine Reihe Y-, ar konvergiert genau dann, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ng(e) € N, so dass Vn > m > ng(€) stets

m

Z ar| < €.

k=n-+1

Beweis: Folgt aus der Beobachtung

m

Z ak| = |sm — sn| < €.

k=n-+1

Dies ist die Cauchy-Folgenbedingung fir die Partialsumme (s,,).



Satz: (Leibniz-Kriterium)
Eine alternierende Reihe

oo

ag — a1 —|-CL2 —agi---:Z(—l)kak
k=0

mit ax > 0 konvergiert, wenn die Folge (ax) monoton fallend ist und gegen Null
strebt:

lim A — 0.
k— 00



Absolute
Konvergenz

Definition: (Absolut konvergente Reihe)

Eine Reihe 3" ax heiBt absolut konvergent, falls
Lo m & Satz: (Umordnung absolut konvergenter Reihen)

o Ist 37,7, a; eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert &,
Z |ax] so konvergiert jede Reihe 3. iy, die durch Umordnung ihrer Glieder entsteht,
mit Grenzwert .
k=0
konvergiert.
Bemerkung: W he absoll

Bemerkung: Absolut konvergente Reihen sind der Normalfalll
Reihen, die konvergieren, aber nicht absolut konvergieren,
heiBen bedingt konvergent.

Satz: (Multiplikationssatz)
Sind 377 o ax und 377 by absolut konvergente Reihen, so gilt:

(Z“k)'(zbk): Z aghy,
k=0 pr fm0g =0

wobei das Indexpaar (k. j) alle Paare
(0,0) (0,1) (0,2)

(1,0) (1,1) (1,2)
(2,0) (2,1)

in irgendeiner Weise durchlauft.



Definition: (Absolut konvergente Reihe)
Eine Reihe Y .~ ax heiBt absolut konvergent, falls

o0
> |ax]
k=0

konvergiert.

Bemerkung: Absolut konvergente Reihen sind der Normalfall!
Reihen, die konvergieren, aber nicht absolut konvergieren,
heiBen bedingt konvergent.



Satz: (Umordnung absolut konvergenter Reihen)
Ist Zi‘;o ar eine absolut konvergente Reihe mit Grenzwert s,

so konvergiert jede Reihe ZZOZO an, , die durch Umordnung ihrer Glieder entsteht,
mit Grenzwert s.



Satz: (Multiplikationssatz)

Sind > s ax und > .~ by absolut konvergente Reihen, so gilt:

(D ar)- (> bx)
k=0 k=0

wobei das Indexpaar (k, j) alle Paare

(0,0) (0,1)
(1,0) (1,1)
(2,0) (2,1

in irgendeiner Weise durchlauft.

o

— Z akbj,

k=0,5=0



Bemerkung: (Cauchy-Produkt)
Wahlt man die Reihenfolge der Indexpaare wiefolgt:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
/ f S
(2,0) (2,1) -

so folgt
J

(Z ak) . (Z ak) = ch mit Cj = Zaj_kbk.
k=0 k=0

k=0 k=0
Das Produkt heit auch Cauchy-Produkt.



Kriterien fiir absolute
Konvergenz

Satz: (Verglechs Kriterien)
Gegeben scien die Reihen:

* x
3 g mit ay = 0und Y by mit by > 0.

Satz: (Majoranten-Kriterium) k=0 =
Ist 37 a; absolut konvergent und gilt |bx| < |a| fir alle & = ko ¢ M,
da"i::s;"au’;h S by absoglfn konv: . = lax| 0 o Gibt &5 ko 2 0, 50 dass @y < by fiir alle & > ky, 5o folgt:
=] B ‘
oo o lag| heiBt eine Majorante von 3007 by 1. Konvergente Majorante: Ist oo by konvergent, dann ist such 370 ay
konvergent mit
o o
PICEDIT
o= =
Bewris: o 2. Divergente Minorante: Ist Y177 a; divergent, dann auch Y377 b
“l= 2 I  Eistiert ein endlicher Grenzwert

mit dem Manotaniekriterium lim ™ ez,
Voo e

so sind die Reihen entweder beide konvergent oder beide divergent.

Satz: (Quotienten Kriterium)
Dia Rethe 375 6y, izt absolut koavergert, wann o5 o und 0
Fiir alle & = & gilt:

< | gibt, s dass

2y £0 und

Satz: {Quotienten- und Wurzel-Kriterium) Ist anderersets far %

Fir eine Reihe Y777 a¢ gelte:
af0oune

o a5 £ 0 fiir alle k 2 ky und es existiert limy. o |“{,;4 = d, ader
So st dic Reike divsrgent.
o es existiert lueq §/Jex| = d, &

1, und divergent, falls

s0 ist die Reihe absolut konvergent, falls o -
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Satz: (Majoranten-Kriterium)
Ist >~ o ar absolut konvergent und gilt |bg| < |ak| fir alle & > kg € N,
dann ist auch > ,_, by absolut konvergent.

> v o |ak| heiBt eine Majorante von > 7o b.

Beweis: Folgt aus
T

D YD SN

k=ko k=ko k=ko

mit dem Monotoniekriterium.



Satz: (Vergleichs-Kriterien)
Gegeben seien die Reihen:

Zak mit ap > 0 undek mit by > 0.
k=0 k=0

e Gibt es kg > 0, so dass ar < bi fur alle & > kg, so folgt:

1. Konvergente Majorante: Ist > ;- , by konvergent, dannist auch >~ ay
konvergent mit

2. Divergente Minorante: Ist ZE‘LO ay divergent, dann auch > - b

e Existiert ein endlicher Grenzwert
Ak

klingoa =:c# 0,

so sind die Reihen entweder beide konvergent oder beide divergent.



Satz: (Quotienten-Kriterium)

Die Reihe >, ax ist absolut konvergent, wenn es kg und 0 < ¢ < 1 gibt, so dass
fur alle & > kg gilt:

a
ar # 0 und AL <
ag
Ist andererseits fur k > kg
a
ar #0 und L >,
73

So ist die Reihe divergent.



Satz: (Wurzel-Kriterium)

Die Reihe Z,‘f’zo ay ist absolut konvergent, wenn es 0 < ¢ < 1 gibt, so dass fur alle
k > kg gilt:

Ist andererseits fur &k > kg

So ist die Reihe divergent.



Satz: (Quotienten- und Wurzel-Kriterium)
Fiir eine Reihe >, ak gelte:

Ak +1
A

— d, oder

e a; # 0 fur alle £ > kg und es existiert lim_, o

e es existiert limg_, oo v/|ax| = d,

so ist die Reihe absolut konvergent, falls d < 1, und divergent, falls d > 1.



Integral-Kriterium

Satz: (Integral-Kriterium fiir Reihen)
Sei f eine Funktion, die auf jedem abgeschlossenen Intervall [m,p| C [m, 00| inte-
grierbar ist. Ist f auf [m, oo[, m € Z positiv und monoton fallend, so haben

> f(k) und /oo f(k) dz
k=m m

gleiches Konvergenzverhalten.

/
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