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Motivation
Flacheninhalt

In 1. Vorlesung: Fliche:

Sei f: [a,b] —+ R cine auf [a,h < R positive, beschrinkte Funktion.

Exakte Berechnung von Flachen oder Bahnlangen Die Flache von f auf [a, )] besteht aus den Punkten
J
K : (z.y): aZz<h 0=y= flz)
/"’i”"\q .4-5‘0"'“'“ \ Ziel: Bestimme den Flicheninhalt!
- LR
Lo Annahme: Flicheninhalt eines Rechtecks 12 = L - I3 (L Linge, 13 Breite).
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Flacheninhalt:

Idee:Unterteile die Flache in Streifen

(=L < @y e My = by

mit Intervallen [;_q, 2], i = 1 : n, der Breite Aw,.
Die Menge der Intervalle heiBt Zerlegung Z des Intervalls [a, b].
Die groBte Teilintervalllange | % — max;—y.,, Ax; heiBt Feinheit von Z.
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In 1. Vorlesung:

Exakte Berechnung von Flachen oder Bahnlangen
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Flache:
Sei f : [a,b] = RT eine auf [a,b] € R positive, beschrankte Funktion.
Die Flache von f auf |a,b| besteht aus den Punkten

(z,y): a<x<b 0<y< f(z)

Ziel: Bestimme den Flacheninhalt!

Annahme: Flacheninhalt eines Rechtecks R = L - B (L Lange, B Breite).
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Flacheninhalt:
Idee:Unterteile die Flache in Streifen

a=x90<T1 < <Tp=0>=,

mit Intervallen [x;_1,x;], i = 1 : n, der Breite Ax;.
Die Menge der Intervalle heiBt Zerlegung Z des Intervalls |a, b].
Die groBte Teilintervalllange |Z| = max;—1., Ax; heiBt Feinheit von Z.
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Riemann Summe

cbtl /Ulllcl

Sei M; = SUp,¢| S(z) und my = infz¢pz, | 2, f().

CIR B

Dann bildet man tber [z;_y,x;] oberes bzw. unt Rechteck
mit Flacheninhalten Ax; - M; bzw. Ax; - m;.
Damit erhalt man
Sy(Z) = Z M;Az; Obersumme,
i=ln
sp(Z2) = Z m;Ax; Untersumme
i=ln

von f beziiglich Z.

Bemerkung:

iz Menge der Obcrsummen ist rach anten,

die Meage der Untersummen nach ohen beschrine,

Denn: Sind Z; und Z; beliebige unterschicd iche Zerlegurgen dann ist

Z die Menge aller Durchseanitte der Teilincervalle eine verfrinerte Zerlegung
Ls gi't otfensichtlich:

By
i

Insbesondere ist tir beliebige £, Z.

22 und

sri 7

Es folgt:I; und I, existieren mit

Ip<1iy.

Riemannsche Summe:
Sei & € |7 .7 beliebig im Intervall, s =1 : n, sa gilt m; < f{&]

RiZ)= Y flg)an

heiBt Riemannsche Summe beziglich der Zerlegung Z.

871

Es gilt: #7{7Z) = R{Z) =

Oberintegral/Oberintegral:

Fuir feiner werdende Zerlegungen 7 ist klar, dass die Obersumme kleiner und die
Untersumme grofer wird.

Daher

iy ‘u;f.?,;'ljl, Oberintegral

1¢ =supsg(Z}, Unterintegral
Yz

won [ beziiglicn Z.

<M.



Obersumme/Untersumme:

Sei M; = Sup,ciy, ;.21 f(®) und m; =inf ez, 2 f(2).
Dann bildet man iber |z;_1, z;] bzw. Rechteck
mit Flacheninhalten Ax; - M; bzw. Az; - m;.

Damit erhalt man

S¢(Z) = Z M;Ax; Obersumme,

1=1:n

sf(Z) = Z m;Ax; Untersumme

1=1:n

von f bezuglich Z.



Riemannsche Summe:
Sei &; € [x;_1,x;] beliebig im Intervall, i =1 : n, so gilt m; < f(&) < M,;.

R(Z)= ) [f(&)Am
1=1:n
heiBt Riemannsche Summe beziglich der Zerlegung Z.

Es gilt: Sf(Z) < R(Z) < Sf(Z).



Oberintegral /Oberintegral:

Fur feiner werdende Zerlegungen Z ist klar, dass die Obersumme kleiner und die
Untersumme groBer wird.

Daher

Iy = iI}fo(Z), Oberintegral

I, = s%p sf(Z), Unterintegral

von f bezuglich Z.



Bemerkung:
Die Menge der Obersummen ist nach unten,
die Menge der Untersummen nach oben beschrankt.

Denn: Sind Z; und Z5 beliebige unterschiedliche Zerlegungen, dann ist
Z die Menge aller Durchschnitte der Teilintervalle eine verfeinerte Zerlegung.

Es gilt offensichtlich:

sf(Z1) < 57(2) < R(Z) < S§(Z) < S§(Z2),
sf(Z2) < s§(Z) < R(Z) < 5§(2) < S§(Z1).

Insbesondere ist fur beliebige 771, Z5

Sf(Zl) < Sf(ZQ) und Sf(ZQ) < Sf(Zl).

Es folgt:I; und I, existieren mit



Riemann Integral

Bemerkung: Fiir f stetig (und viele andere iibliche Funktionen) gilt
1y =1y

Ausgezeichnete /zulissige Zerlegungsfolge:

Ist [ Zx ) ¢'ne Zerlegungsfolge fir die gilt:

i Zg| O

Py
doho v Ao v 0 heiBt ausgezeichnete oder zulassige Zerlegungsfolge.
Falls £, If so folgt:

Tim agi 7
(eI

Satz- (Kriterium fur Riemann Integrierbarkeit)

Sei f : |a, &) ~» R beschrinkte Funktion,

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn jede Folge Riemannscher Summen R(Z,)
von [ gegen denseben Grenzwert konvergiert:

fin R(Zy) = [ " fix) dr.
o, A

Dabei gelte fiir die zugehorigen Zerdegungen Zy: |Zy] 5 0, und & € [v, 1,7

beliebig
1
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Definition: (Riemannsches Integral)
Sei f i |a,b] + R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integricrbar, falls
1, =1Ij.

] 5

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von [ iber [a, b
genannt:

b
1= / S(x) dx.

o a heiBt untere, b obere Integrationsgrenze,

@ [a,] heiBt Integrationsintervall,

o @ heibt Integrationsvariable,

o f(x) heiBt Integrand.

Bemerkung:
Es ist nichL nolwend g Fi.e) = O, denn e sellen nichL nur Flichen berecriel werden

r) v st die Haeae rwischen f und der o-Achse

12a5 hestimmtr Integea




Bemerkung: Fiir f stetig (und viele andere libliche Funktionen) gilt
lf — I_f

Ausgezeichnete/zuldssige Zerlegungsfolge:
Ist (Z)) eine Zerlegungsfolge fir die gilt:

lim [Zx| =0
k— o0
heiBt ausgezeichnete oder zulassige Zerlegungsfolge.

Falls I, = I so folgt:

lim Sf(Zk) :lf = lim R(Zk) II_f = lim Sf(Zk).

k— 00 k— 00 k— o0



Definition: (Riemannsches Integral)

Sei f : |a,b] — R beschrankte Funktion. Dann heiBt f Riemann-integrierbar, falls
I, =1.

=f f

Der gemeinsame Grenzwert wird bestimmtes Riemannsches Integral von f lber [a, b]
genannt:

b
I=/ f(x) dx.
a
e a heillt untere, b obere Integrationsgrenze,
e |a,b] heiBt Integrationsintervall,
e x heilt Integrationsvariable,

o f(x) heiBt Integrand.



Bemerkung:
Es ist nicht notwendig f(x) > 0, denn es sollen nicht nur Flachen berechnet werden.

Das bestimmte Integral f; f(x) dx ist die Flache zwischen f und der z-Achse.
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Satz: (Kriterium fiir Riemann Integrierbarkeit)

Sei f : [a,b] — R beschrankte Funktion.

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn jede Folge Riemannscher Summen R(Zy)
von f gegen denselben Grenzwert konvergiert:

lim R(Zy) / f(x
k— o0

Dabei gelte fiir die zugehorigen Zerlegungen Zy: |Zix| — 0, und & € [z;_1,%;]

beliebig.

Bemerkung: Fur stetige Funktionen zeigt man:
Jede Folge Riemannscher Summen konvergiert gegen denselben Grenzwert.

Daher gilt Satz: (Stetigkeit = Integrierbarkeit)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Das gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen, die auf [a, ] stetig sind mit Aus-
nahme endlich vieler

e hebbarer Unstetigkeitsstellen, oder

e Unstetigkeitsstellen 1. Art (Sprungstellen).



Mittelwertsétze
und Rechenregeln

Sa.tz: (M |tte|wertsatz.der Integral.re.chnung) : Korollar: (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f: [a,b] —+ I stetig. Dann existiert £ €]a, b[ mit Seien f:[a.b) — % und g: ‘a,b] — [ stetig und g(z) = 0 fiir alle = &]a, b.
" Dann existiert £ €]a, b] mit
JRCEEGI . "
: [ rehate) ds = 560 [ ot a
(2] a )

»
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Satz: (Rechenrsgeln fiir best' mmee Integrale)
Seien [ und g integrierhare Funkbonen aul o, ), v < ¢ < bund ey, 0z € B
Dann gilt:

o Linearitit:

0 g Ll
/ lenf +epg) de = cl[ f e — "‘_/‘ g de.
a o =

/ubfd:: «:‘[f,{ dr.
/:;d: [.fdu[fd:.

o
f=0auf a8 = f fdr >0,

o Betrag:

* Teilintervalle.
* Positivitit:

o Nullise 7 aul [a,b] stetig und nichtnegativ, sowie

ff:u U fou



Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f :[a,b] — R stetig. Dann existiert £ €|a, b[ mit

b
/ f(z) dz = f(€)(b— a).

fE)




Korollar: (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R stetig und g(x) > 0 fiir alle x €]a, b.
Dann existiert £ €]a, b mit

/ iz -1 | g(e) dr



Satz: (Rechenregeln fiir bestimmte Integrale)
Seien f und g integrierbare Funktionen auf [a,b], a < ¢ < b und ¢1,c2 € R.
Dann gilt:

e Linearitat:

b b b
/(clf+02g)da::cl/ fd:c+02/ g dx.

/abfda:gfab|f|d:c.
/abfda:/:fdwr/jfdx.

b
fZOauf[a,b]:>/ f dx > 0.

e Betrag:

e [eilintervalle:
e Positivitat:

e Null: ist f auf [a, b] stetig und nichtnegativ, sowie

/abfd:c=0=>f=0.



Hauptsdétze der Differential-
und Integralrechnung

Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: 1 — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F’, gegeben durch

Flz) = f Cr) dt

mit z,a € I eine Stammfunktion von f.

©

Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist ' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall .
Dann gilt fiir beliebige a,b € I

b
[ #@) &t =F o)~ Fla) = F@)l.
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Satz: (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f: I — R auf dem Intervall I stetig, dann ist die Funktion F', gegeben durch

F(z) = / " r) at

mit z,a € I eine Stammfunktion von f.

©



Satz: (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist ' Stammfunktion einer stetigen Funktion f : I — R auf dem Intervall 1.
Dann gilt fur beliebige a,b € 1

b
| 1 dt=F ) - Fl) = Pl
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