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Erinnerung:
Kurven

Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
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Definition
Definition: (Kurve im R?)

Sei G C R? und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung

x:[a,b] > G, x= (:1:1> ,
mit stetig differenzierbaren Funktionen z; : [a,b] — R und z3 : [a,b] — R heiBt
Kurvenstiick in G mit

e Anfangspunkt x(a) = (z1(a),zz2(a)) ",
o Endpunkt x(b) = (z1(b), z2(b)) ",
e Spur {x(t)|la <t < b}.

Zur Darstellung der Kurvenpunkte aus dem R? werden Spaltenvektoren verwendet:

(2) = (z1,22)".

Ein Kurvenstiick heiBt regular, wenn fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

(@(1))* + (z4(t))* > 0.

Eine Parameterdarstellung des Kurvenstiicks mit dem Parameter ¢ ist gegeben durch

Durch wachsende Werte des Parameters t ist fuir das Kurvenstiick eine Orientierung
gegeben.

Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K; (i = 1 : ), wobei der Anfangspunkt
von K; dem Endpunkt von K; 1 (i = 2 : r) entspricht, heiBt Kurve.

nur ein Kurvenstuck vorha - wird es oft aucl Kurve bez hi



Tangente, Normale, Bogendifferential

Definition:
x(t) = (&(t),5(t))T heit Tangentenvektor,
n(t) = (—g(t),4(t))T heiBt Normalenvektor,
der Kurve x(t) im Punkt (z(t),y(t))T.

Bogenldnge: (Bogendifferential)

ds := \/22(t) t)dt.

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei dt das Differential
der unabhangigen Variablen % ist.



Krimmung, Krimmungsradius

Definition:
Die Kriimmung einer reguliaren Kurve x(t) = (x(t),y(t))", t € [a,b] mit zweimal
stetig diff’baren Funktionen x, ¥ : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (z(t),y(t)) "

w(t) = lim 20 _ do_ EQHE) — §(OF()
as50 Asds /(#2(0) +92()

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(t) = (¢, f(t)) " gegeben ist, ergibt sich

f"(t)

"= o

R = |%| heiBt Krimmungsradius.



Krimmungskreis

Bemerkung (Kriimmungskreis):

Der Krummungskreis einer Kurve im Punkt Fj ist der Kreis,

e der durch P, geht,

e dessen Radius gleich dem Kriimmungsradius ist: R(ty) = m und

e dessen Mittelpunkt My auf der durch P, gehenden Normalen Ny liegt.

Krimmungskreis
im Scheitel
der Parabel

Krimmungskreis
im Punkt x(to )



Integrale
Motivation

Exakte Berechnung von Flachen oder Bahnlangen
\
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Stammfunktion
und unbestimmtes
Integral

Definition:
Sei f : I — R Funktion (I C R). Dann heiBt eine differenzierbare Funktion
F : I — R mit der Eigenschaft

F'=f

Stammfunktion von f. Ist F' Stammfunktion von f, so heiBt der Ausdruck

/f(ac) dz = F(z)+ C

mit C' € R einer Konstanten, unbestimmtes Integral der Funktion f.
e Die Konstante C heiBt Integrationskonstante.

e Das unbestimmte Integral von f ist die Gesamtheit aller Stammfunktionen
von f.

e Die Funktion f heiBt Integrand. 0

Integra



Integrationsregeln

Satz (Linearitit des unbestimmten Integrals):
) mit S P,

und seien ¢, ¢ B Kon-

/{_:;1}'(1'] cagla)l de o / fix) da Lg/yljrj i,

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. [J

Bemerkung [Partielle Integration):

Aus der Produktrege! lur die Differentiation Tolgl

Satz (Substitutionsregel):

Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall /. Es geite ¢{1) C J und die Umkehrfunktion ¢ existiere. Dann gils:

Lo flofe)je’fe) de= [ J{d, mit = @la),

2. [ fiw)de = [ floitne'it) dt, mit s = $th

Beweis:
Falgt aus des Kettenvoel der Differontistion:

V=

Fir ewel aul einem Intervall I slelig diflferenzierbare Funklionen [ und gist [ - g
eine Stammiunktion von (- g} = My — Jg' und es gill:

fioainy = [(fimi0ia+ fir)g'ta)) do, o

[ st ae i




Satz (Linearitat des unbestimmten Integrals):
Seien f,g : I — R Funktionen mit Stammfunktionen und seien c1,co € R Kon-
stante. Dann gilt

5@ +eag@) do=a [ 1) da+e [ o) a

Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition. []



Satz (Substitutionsregel):
Sei f stetige Funktion auf dem Intervall J und ¢ stetig differenzierbar auf dem
Intervall I. Es gelte ¢(I) C J und die Umkehrfunktion ¢—! existiere. Dann gilt:

1. [ f(é(x)d' (z) de = [ f(t) dt, mitt=¢(z),
2 [ () dx = [ FGW)(0) dt, mitz = b(t).

Beweis:
Folgt aus der Kettenregel der Differentiation:

[F(g(z))] = F'(g9(z))g'(x)

mit F'(z) = f(z). O



Algorithmus (Substitutionsregel):
Der Satz lasst sich anwenden:

1. Ersetze ¢(x) durch t (Substitution).
2. Wegen % = ¢(z) ersetze ¢/ (z) dz durch dt.
3. Berechne [ f(t) dt (statt | f(¢(x))¢'(z) dx).

4. Ersetze t durch ¢(x) (Rucksubstitution).

2,



Bemerkung (Partielle Integration):
Aus der Produktregel fur die Differentiation folgt:

Fur zwei auf einem Intervall I stetig differenzierbare Funktionen f und g ist f - g
eine Stammfunktion von (f-g)' = f'g + fg’ und es gilt:

o) = [(f @) + @) z) da, bow
/f/(a:)g(:v) dx = f(x)g(x) _/f(w)g'(m) g
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