Fachbereich Mathematik der Universitait Hamburg
Dr. H. P. Kiani

Analysis Il fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Vertretung fiir Prof. Hinze: Vorlesung 12

30.06.2016, SoSe 2016
Potenzreihen, Elementare Funktionen

Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig. Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt.

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Letzte Vorlesung: Funktionenfolgen gom Lechies Modell (3~ §
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Sofern die oben angegebenen Grenzwerte existieren, gibt es also eine Zahl r, so
dass die Potenzreihe fiir alle |x — x| < r punktweise konvergiert und fiir alle
|z — 29| > r divergiert.

Bemerkung :
r = 0 = Potenzreihe konvergiert nur fiir x = x.
r = oo = Potenzreihe konvergiert fiir alle x € R.



SATZ 3.23: CAUCHY, HADAMARD

Zu jeder Potenzreihe Z ar(z —0)* gibt es einen Konvergenzradius r > 0 mit

k=0
folgenden Eigenschaften:

e Die Potenzreihe konvergiert punktweise im offenen Intervall (zo —r, 29 + ). S

e Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilintervall von (xg — r,xg + 1)
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e Die Potenzreihe divergiert auBerhalb von (zg — 7,9 + 7). \/

e |n den Randpunkten g — 7 und xg+ r ist keine allgemeine Aussage moglich. S
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Beweis zum Selbststudium: Zu zeigen ist nur noch die gleichmaBige Konvergenz. Sei

Sei r > 0, und 0.B.d.A. 9y = 0, sowie I = [—z,z] C (—r, 7).
Zur gleichmaBigen Konvergenzin [ = [—z,2z] C (—r,r):
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Damit gilt fiir alle hinreichend groBen k

\k"/|ak|z <qg<1l —= \ak,\zk < qk<1

— |apz"| < 4" Ve € [—z,2], k > ko

Aus dem Majorantenkriterim und der Konvergenz der geometrischen Reihen fiir |q| < 1 folgt
die gleichmaBige Konvergenz der Potenzreihe in jedem kompakten Teilintervall von (—7, r).



Im Fall » = 0 gilt lim sup +/|ax| = co. Damit ist fiir jedes feste & # ¢ auch die Folge

{/lar|(x — 20)" unbeschrinkt. Die Potenzreihe divergiert Vo # x .0

Bemerkung:

e Fiir eine Potenzreihe Z ap (x — 20)® mit ap # 0, Vk > kg gilt
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BEWEIS: Folgt unmittelbar aus dem Quotientenkriterium fiir Zahlenreihen.

e Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts kann man eine Potenzreihen
innerhalb ihres Konvergenzintervalls gliedweise integrieren und differenzieren. W.:<thy)
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Die Glieder f; sind differenzierbar auf I := [0, 2] 'g%(“"": —

der Grenzwert Z fr(x™) existiert fiir wenigstens ein x* € I: T G =
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Die Ableitungsreihe Z [ ist gleichmaBig konvergent gegen = = (In(z))” auf

k=0
jedem I :=[1—2,1+4 2] C (0,2)
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Also lim E
n—oo
k=1
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Was passiert am Rand?
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Abelscher Grenzwertsatz:

oo

— k :
f(z) = ,;)ak (x — xg)" konvergent in (zg —r, g+ 1) Alss  wumn  Wonrergme
. Sy i )
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Analog fiir xg — r.

Beobachtung: In unserem Beispiel haben die Potenzreihen T;, und 7] mit
xg = 1 den gleichen Konvergenzradius.
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SATZ 3.26: Konvergenz der abgeleiteten bzw. integrierten Potenzreihe
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Analog git fiir die integrierte Reihe g\ Mo
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Folls existenl - “Toylor = Po fom ke

Beispiel: gesucht Potenzreihe zu f(x) = arctan(x), xo = O
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Exponentialfunktion:
Motivation: Wachstumsprozess

y(t) = Masse einer Population zum Zeitpunkt ¢

Annahme: Zuwachs y(t + At) — y(t) = \(I)z - y(t) - éﬁ Y (k4 b)Y g (&) v )
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Potenzreihen
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Potenzreihen
O

M\V NS j: a‘q i \AM\L&\W\MW \Mu\f .
QAW\ n - A \wa@%
‘R_x,%m = c > A ™ m&»«{

B dos
5 ) \2 \
%w\m = \Q \\X—X\ = \%’\X@ Q\WM\W — Q < Q

s

— A
AVNX\M\W\\X dn Y- \Jw&xz W=y \ &Mm
%Aa& &MB\\A éntx& QWO\ﬁWX\M&U\A\’\"&MM

QJ\M\E\ — Q = KWW&V% I‘\S{AMA" \X‘Xo\<QAM&

= — A \M\A&@c b | G|
= AN 1
o . %
?)Q : > Z\? R/ = %\Q 2R u=x <
i & o ‘e = Z e % p— W Z \'\\1
—5 R=o R=o
NI V.
Pl o
wa&m% JSML&\QOQ\& “\‘”\‘MX“J“WB TP V=T
) _ A AN
W\ Q\R% T = 3 doo X\ < 3
MAN g%xf% ' CM\’”:’S Q&S@xv\m&\ N = f Q\Qk%ﬂg\\i
k=5

bkl i Ko el bies as) )



) Mm\ KWWQM& o e %t e Q\
W) Boneed p\fkm&g\\MSRﬂﬂf’\“&§
W) othe b A U8 vl ets j‘““&” hoa L ol
| 0 A =~ 0\ Qg
L 2= Lo Yot L

NN e Wi |

WMdeds b W,

G .
jyu\ = 'Z Q\LkX—K.,\\Q \AW?X\ GA\\(\ = 2 \&\RU\%\\K :
Y=o v=o

gi \m& a T&E k;\zsvw‘\a &\v‘w\ww\ %&V Q&\ KXQ\Q&“Q WXV XF
e &?Q (VA et XA =
A%

S

%,

%wi\ <UV %\&J\%’\ Dyu\ = %\X) % s \ k\% &)V \m}\ % S\ﬁw\\/%
Wi

oo bl W L

S;mr &M&«W%Gw KWW&Q Y ?Qv@c\wi\mﬂ

Q—% . (%G@QXQ% S = Zi? G\Q\%‘y@\\g \b« wa&ml\ﬂ/wﬁ K\@‘ X, X g)

o QQWW\&YJ[ S &u(&/\w@?@xs MAY &-&\M \QC‘M/«XD%H T&MX\NWM
Lell o (g, % ®) dhgbdas, o) bl



Potenzreihen 4
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Potenzreihen 5
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