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Beachtenswertes

@ Die Veranstaltung ist eng angelehnt an das Buch H6éhere
Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler von Prof. Dr.
Giinter Barwolff, Spektrum Akademischer Verlag, ASIN/ISBN:
3827414369.

o Ubungsaufgaben —
http://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/index.htmi

@ Besuch der Ubungsgruppen griindlich vorbereiten!!
@ Als Formelsammlung empfehlen wir: Formeln und Fakten im

Grundkurs Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschattler,
Klaus Vetters, 3. Auflage, Teubner 2001.
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Satz 3.15: (gliedweise Differentiation) Sind (f,) und (f;) auf [a, b]
gleichméaBig konvergent und gilt

lim f, = f,
n—-oco

so ist f auf [a, b] differenzierbar und es gilt

lim f,=f.
n—-oco

M. Hinze Analysis Il



Analysis Il
M. Hinze
61/94

Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Satz 3.16: (gliedweise Integration) Ist (f,) eine auf [a, b] gleichméBig
konvergente Folge integrierbarer Funktionen, so ist deren
Grenzfunktion

f= lim f,
n—oo

integrierbar und es gilt

lim f,,(x) dx —/ f(x) dx .

n—oo
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Definition 3.8: (Funktionenreihe) Sei (f,) eine Funktionenfolge auf D,
dann definieren wir durch

n

Sp = Z fk, n=0123,..
k=0

eine neue Funktionenfolge (s») und nennen diese Folge
Funktionenreihe der f. Die fx heiBen Glieder der Reihe und die s, Teil-
oder Partialsummen. Wir beschreiben die Reihe auch durch

> f oder > fi(x) mitx e D.
k=0 k=0

M. Hinze Analysis Il



Analysis Il

M. Hinze
63/94

Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Definition 3.9: (punktweise und gleichmaBige Konvergenz) Die Reihe
> koo fr ist punktweise bzw. gleichméBig konvergent, falls die Folge (sn)
der Teilsummen punktweise zw. gleichméBig konvergent ist.

Die Grenzfunktion s = lim,_, o, s, wird auch Summe der Reihe oder
Summenfunktion genannt und durch

s(x) = i fc(x) (x € D) oder s= i fx

k=0 k=0

bezeichnet.
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Satz 3.17: (Cauchy Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz bei Reihen)
Eine Reihe )" .2, fx von Funktionen auf D konvergiert genau dann
gleichméBig, wenn Folgendes erfillt ist:

Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ny, so dass fiir alle n, m mit
m > n > n gilt

m
D flleo <€

k=n+1
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Definition 3.10: (gleichméBige absolute Konvergenz) Eine Reihe }_ .2 f«
von beschrankten Funktionen auf D heiBt gleichméaBig absolut
konvergent, falls

> filloo
k=0

konvergiert.
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Satz 3.18: (Majorantenkriterium von WEIERSTRASS) Gilt fiir die Glieder
der Funktionenreihe } .2 fi von einem Index ko an

[1f|loo <ok (K=koko+ 1,k +2,...)

und ist die Zahlenreihe >~ .° ax konvergent, so ist die Funktionenreihe
> koo fx gleichméBig absolut konvergent. Die Reihe >~ .2, ok heiBt eine
Majorante fiir >~.2, fx.
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Satz 3.19: (Stetigkeit der Reihensumme) Sind die Glieder einer in
D = [a, b] gleichmé&Big konvergenten Reihe 3.2, f« in [a, b] stetig, so
ist die Summe

= Z fe
k=0

ebenfalls stetig in [a, b]. In den Randpunkten ist einseitige Stetigkeit
von fi bzw. s gemeint.
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Satz 3.20: (gliedweises Differenzieren) Es sei >, fx eine Reihe auf
[a, b] differenzierbarer Funktionen. Existiert der Grenzwert

s(x) = Z fi(X)
k=0
fir wenigstens ein x € [a, b], und ist die Ableitungsreihe
Dk
k=0
gleichméaBig konvergent in [a, b], so ist auch die Funktionenreihe

> koo fx gleichméBig konvergent in [a, b], die Summe s(x) ist
differenzierbar und es gilt

s'(x) = (O_ k&) = _ f (gliedweise differenzieren).
k=0 k=0
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Buch Kap. 3.3 — GleichmaBig konvergente Reihen

Satz 3.21: (gliedweises Integration) Jede gleichmiBig konvergente
Reihe >";2, fk auf [a, b] integrierbarer Funktionen besitzt auf [a, b] eine
integrierbare Summenfunktion }".2, fk und es gilt

/bifk(x) dx = i bfk(x) dx .

k=0 k=02
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Definition 3.11: Eine Reihe der Form

Zak(x_xo)ka x9x0€Raak€R
k=0

mit den Polynomen sn(X) = 3"§_, ak(Xx — Xo)* als Partialsummen heiBt
Potenzreihe. xo heiBt Entwicklungspunkt der Potenzreihe, die Zahlen ax
heiBen Koeffizienten der Potenzreihe.

Beachte: Diese Definition ist auch fiir komplexe Zahlen
X, Xo € C, ax € C sinnvoll. In diesem Fall heiBt die Potenzreihe komplex.
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Satz 3.22: (Identitatssatz)
Es seien

f(x) = an(x — x)"
k=0
und -
g(x) = bu(x — x0)"
k=0
zwei Potenzreihen, die beide in einem offenen Intervall / um xp
konvergieren. Stimmen dann f und g auf einer Folge x1, X2, X3, ... mit
limp— o Xn = Xo (X0 # Xn) Uberein, d.h. f(xx) = g(xk) fir k =1,2,3, ...,
so sind beide Potenzreihen identisch, d.h. es gilt

f(x) =g(x) furalle x €/, und ax= b, flirk=0,1,....
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Satz 3.23: (Satz von CAUCHY und HADAMARD)

Zu jeder Potenzreihe "2, ak(X — Xo)* mit den Koeffizienten a, und
dem Entwicklungspunkt x; gibt es ein Konvergenzintervall

1% — p, Xo + p[ mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Potenzreihe konvergiert fiir x €]xo — p, Xo + p[ punktweise. Sie
konvergiert auBerdem gleichméBig absolut in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von ]xo — p, Xo + pl.

b) AuBerhalb von [xo — p, Xo + p] divergiert die Potenzreihe.
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Divergenz: Konvergenz :Divergenz

Xo X

X oI'P X o“"P
Abbildung 3.10: Konvergenzradius reeller Potenzreihen

Im z

Re z

Abbildung 3.11: Konvergenzkreis in der GAUsSschen Zahlenebene
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Divergenz: Konvergenz :Divergenz

Xo X

X oI'P X o“"P
Abbildung 3.10: Konvergenzradius reeller Potenzreihen

Im z

Re z

Abbildung 3.11: Konvergenzkreis in der GAUsSschen Zahlenebene
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Buch Kap. 3.4 — Potenzreihen

Satz 3.24: (Konvergenzradius)
Es sei 3o, axx” eine Potenzreihe mit ax # 0 fiir alle k > ko. Gilt

.4 .
lim || =¢ >0, oder Jim ¥ak] = ¢ >0,
—o0

k—oco @k
so ist
1 . ax 1 1
p=—-= lim | — bzw. p=—=——""—"-—
C k—ooo |ak+1 | C iMoo V/|ax|

der Konvergenzradius der Reihe.
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