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Funktionenfolgen und Funktionenreihen
Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung

gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen unvollständig. Tipp– oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
mündlich während der Veranstaltung angesagt.

Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Letzte Vorlesung: Funktionenfolgen

Für k ∈ N gegeben fk : D → R, D ⊂ R .

Funktionenfolge: (fk)k∈N

Beispiel: fk(x) := xk auf [0, 1]

Definition 3.5: Eine Funktionenfolge (fk) auf D konvergiert punktweise
gegen die Grenzfunktion f , wenn

lim
k→∞

fk(x) = f(x) ∀x ∈ D

Definition 3.7: Eine Funktionenfolge (fk) auf D konvergiert gleichmäßig
gegen die Grenzfunktion f , wenn

lim
k→∞

‖f − fk‖∞ = 0 ⇐⇒ ∀ǫ > 0 : ∃N0(ǫ) : ‖f − fk‖∞ < ǫ ∀ k ≥ N0(ǫ).

Schreibweise: fk → f für k → ∞.
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SATZ 3.13: Cauchy-Kriterium

(fk) konvergiert gleichmäßig gegen f

⇐⇒
∀ǫ > 0 : ∃N0(ǫ) : ‖fn − fm‖∞ < ǫ ∀n,m ≥ N0(ǫ).

SATZ 3.14: Jede gleichmäßig konvergente Folge stetiger Funktionen konver-
giert gegen eine stetige Grenzfunktion.

ENDE DER WIEDERHOLUNG!

3



SATZ 3.15: Vertauschbarkeit von Limesbildung und Differentiation

(fk) Folge differenzierbarer Funktionen auf [a, b]

fk(x0) → f(x0) für mindestens ein x0 ∈ [a, b]

Ableitungsfolge (f ′
k) konvergiere gleichmäßig (gegen irgendeine Fkt).

Dann gilt

a) (fk) konvergiert auf [a,b] gleichmäßig gegen eine Funktion f .

b) (f ′
k) konvergiert gleichmäßig gegen f ′.

Beweisskizze für a): Zu zeigen lim
k→∞

‖f − fk‖∞ = 0.

Nach Cauchy genügt es zu zeigen:

∀ǫ > 0 : ∃N0(ǫ) : ‖fn − fm‖∞ < ǫ ∀n,m ≥ N0(ǫ).
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewandt auf fn − fm ergibt

|(fn−fm)(x)−(fn−fm)(x0)| = |(fn−fm)′(ξ)·(x−x0)| ≤ ‖f ′
n−f ′

m‖∞|x−x0|

damit erhält man

|fn(x)− fm(x)| = |fn(x)− fm(x)− (fn(x0)− fm(x0)) + (fn(x0)− fm(x0))|

≤ |(fn(x)− fm(x))− (fn(x0)− fm(x0))|+ |(fn(x0)− fm(x0))|

≤ ‖f ′
n − f ′

m‖∞|x− x0|+ |(fn(x0)− fm(x0))|

≤
ǫ

2
+

ǫ

2
∀n,m hinreichend groß.

Beweis b: mit ähnlichen Mitteln, aber aufwendiger.

Bei gleichmäßiger Konvergenz der Ableitungen können also Grenzwertbildung
und Differentiation vertauscht werden.

lim
k→∞

f ′
k =

(

lim
k→∞

fk

)′

= f ′
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SATZ 3.16: Vertauschbarkeit von Limesbildung und Integration

(fk) sei eine gleichmäßig konvergente Folge Riemann integrierbarer Funktionen
auf [a, b]. Dann ist f := lim

k→∞
fk integrierbar und es gilt

lim
k→∞

∫ b

a

fk(x)dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fk(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx .

Beweisskizze:

Zur Integrierbarkeit : vergleiche die Differenz der Ober- und Untersummen von
f mit der Differenz der Ober- und Untersummen von fn, die ja bei hinreichend
feiner Zerlegung gegen Null gehen müssen.

Zur Vertauschbarkeit:

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

fk(x)dx −

∫ b

a

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

fk(x)− f(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖fk−f‖∞(b−a) . ✷
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Funktionenreihen Ziel: Potenzreihen, Fourierreihen

Partialsummen der Potenzreihen = Polynome : Modelle für kompliziertere Funk-
tionen

Partialsummen der Fourierreihen = Sinus/Cosinus Summen : Modelle für peri-
odische Funktionen, Schwingungen

Analog zu Zahlenreihen: Bei gegebener Folge (fk), fk : D → R bilde Folge der
Partialsummen

sn(x) :=

n
∑

k=0

fk(x), n = 0, 1, 2, · · ·

Schreibweise:
∞
∑

k=0

fk(x) oder nur
∞
∑

k=0

fk.
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Beispiel 1: Wir kennen Taylorpolynome zum Beispiel zu f(x) = ln(x), x0 = 1:

8



Punktweise bzw. gleichmäßige Konvergenz der Reihe heißt punktweise bzw.
gleichmäßige Konvergenz der Folge (sn) der Partialsummen.

Sätze 3.13 bis 3.16 lauten für Reihen:

SATZ 3.17: Cauchy Konvergenzkriterium

Eine Reihe

∞
∑

k=0

fk konvergiert genau dann gleichmäßig auf [a, b], wenn es zu

jedem ǫ > 0 ein N0(ǫ) ∈ N gibt, so dass

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

k=n

fk

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤ ǫ ∀n,m ≥ N0(ǫ).
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Definition 3.10:

Eine Funktionenreihe
∞
∑

k=0

fk heißt absolut konvergent, wenn die Zahlenreihe

∞
∑

k=0

‖fk‖∞ konvergiert.

Absolut konvergente Reihen konvergieren gleichmäßig, denn

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

k=n

fk

∥

∥

∥

∥

∥

∞

≤
m
∑

k=n

‖fk‖∞.
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SATZ 3.18: Majorantenkriterium von Weierstrass

Gilt ‖fk‖∞ ≤ ak für k ≥ k0 und ist
∞
∑

k=0

ak konvergent, so ist auch
∞
∑

k=0

fk

gleichmäßig und absolut konvergent.

Beispiel: fk(x) =
sin(kx)

k2 + 1
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SATZ 3.19: Sind die Glieder fk einer gleichmäßig konvergenten Reihe
∞
∑

k=0

fk

stetig, so ist es auch die Summe
∞
∑

k=0

fk .

Beweisskizze:
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SATZ 3.21: Jede gleichmäßig konvergente Reihe
∞
∑

k=0

fk integrierbarer Funk-

tionen, ist integrierbar und es gilt

∫ b

a

∞
∑

k=0

fk dx =

∞
∑

k=0

∫ b

a

fk dx .

SATZ 3.20: Sind die Glieder fk einer Reihe
∞
∑

k=0

fk differenzierbar auf [a,b],

existiert der Grenzwert

∞
∑

k=0

fk(x0) für wenigstens ein x0 ∈ [a, b], und ist die

Ableitungsreihe
∞
∑

k=0

f ′
k gleichmäßig konvergent auf [a,b], so ist auch die Reihe

∞
∑

k=0

fk gleichmäßig konvergent auf [a,b] und es gilt
∞
∑

k=0

f ′
k =

(

∞
∑

k=0

fk

)′

.
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Alles selbstverständlich?
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Definition 3.11. Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Form

∞
∑

k=0

ak(x− x0)
k x0, ak ∈ R fest vorgegeben.

x0 = Entwicklungspunkt.

Die Partialsummen von Potenzreihen sind Polynome:

fk(x) =

sn(x) =
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Taylor-Reihen
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Beispiel:

f(x) = ln(x) , x0 = 1

Folie 8: Tn(x) =
n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(x− 1)k

Halte x fest

bk

Quotientenkriterium für Zahlenreihen:

Hier also
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Allgemein: wo (für welche x) konvergieren Potenzreihen? Gegen was?

Zur Erinnerung: Für eine reelle Zahlenreihe
∞
∑

k=0

bk gelten:

Quotientenkriterium: Für bk 6= 0 , ∀k ≥ k0:

lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

bk+1

bk

∣

∣

∣

∣

= q











< 1 =⇒ absolute Konvergenz

> 1 =⇒ Divergenz

= 1 =⇒ ????? keine Aussage

Wurzelkriterium

lim sup
k→∞

k
√

|bk| = q











< 1 =⇒ absolute Konvergenz

> 1 =⇒ Divergenz

= 1 =⇒ ????? keine Aussage

lim sup bk war definiert als größter Häufungspunkt der Folge, falls diese be-
schränkt ist, und ∞ anderenfalls.
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Wendet man das Quotientenkriterium auf eine Potenzreihe für ein festes x an,
so bildet man
∣

∣

∣

∣

bk+1

bk

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ak+1(x− x0)
k+1

ak(x− x0)k

∣

∣

∣

∣

und erhält

lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

· |x− x0| =: q











< 1 =⇒ absolute Konvergenz

> 1 =⇒ Divergenz

= 1 =⇒ ????? keine Aussage

19



Analog liefert die Anwendung des Wurzelkriteriums auf bk = ak(x− x0)
k mit

r :=

(

lim sup
k→∞

k
√

|ak|

)−1

=⇒











Konvergenz für |x− x0| < r

Divergenz für |x− x0| > r

keine Aussage für |x− x0| = r

Sofern die oben angegebenen Grenzwerte existieren, gibt es also eine Zahl r, so
dass die Potenzreihe für alle |x − x0| < r punktweise konvergiert und für alle
|x− x0| > r divergiert.
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Beispiel:
∞
∑

k=0

3k

k + 1
(x− 2)k
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SATZ 3.23: CAUCHY, HADAMARD

Zu jeder Potenzreihe
∞
∑

k=0

ak(x−x0)
k gibt es einen Konvergenzradius r ≥ 0 mit

folgenden Eigenschaften:

• Die Potenzreihe konvergiert punktweise im offenen Intervall (x0− r, x0+ r).

• Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilintervall von (x0 − r, x0 + r)
gleichmäßig.

• Die Potenzreihe divergiert außerhalb von (x0 − r, x0 + r).

• In den Randpunkten x0− r und x0+ r ist keine allgemeine Aussage möglich.
Siehe Beispiel.

Bemerkung :
r = 0 =⇒ Potenzreihe konvergiert nur für x = x0.
r = ∞ =⇒ Potenzreihe konvergiert für alle x ∈ R.

r heißt Konvergenzradius der Reihe.
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