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Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig. Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt.

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Letzte Vorlesung: Funktionenfolgen

Fir k£ € N gegeben fi : D -+ R, D CR. b Y {o X € [o,4)

w—=> el

= g(x)
Funktionenfolge: (fx) ken Xz A

—_—

Beispiel: f(z) := 2* auf [0, 1]

Definition 3.5: Eine Funktionenfolge (fx) auf D konvergiert punktweise
gegen die Grenzfunktion f, wenn

kli)rgo fr(x) = f(x) VeeD

Definition 3.7: Eine Funktionenfolge (fx) auf D konvergiert gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion f, wenn — -

kli)rgo 1 f = felloo =0 — Ve>0: ANy (€) : H_f_— frllo < € Yk > Ny(e).

Schreibweise: fr, — f fir kK — oc. £,
%&. E N/ Wumn

f < &R yrmpusy




SATZ 3.13: Cauchy-Kriterium

(fr) konvergiert gleichmaBig gegen f
<
Ve > 0:3ANg(e) : ||fn — finlloo < € Vn,m > Ny(e).

SATZ 3.14: Jede gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen konver-
giert gegen eine stetige Grenzfunktion.

o(kc-: V//4 —F&f Lk skbs

A

ENDE DER WIEDERHOLUNG!



SATZ 3.15: Vertauschbarkeit von Limesbildung und Differentiation

(fx) Folge differenzierbarer Funktionen auf [a, b]

—_—

fr(xo) = f(xo) fir mindestens ein x( € |[a, b]

Ableitungsfolge (f;) konvergiere gleichmaBig (gegen irgendeine Fkt).

Dann gilt

(———"‘______——-—'———

a) (fx) konvergiert auf [a,b] gleichmaBig gegen eine Funktion f.

wi.SS(f‘wf

) /
£ -f N7
XS AR

b) (fi) konvergiert gleichmaBig gegen f'.

Beweisskizze fiir a): Zu zeigen klim | f — frllo = 0.
—00

. . Lrivre
Nach Cauchy geniigt es zu zeigen: S e
PR ) oz $a06) =
Ve > 0:3ANg(e) : ||fn — finlloo < € Vn,m > Ny(e). L'(«.\ _ 4:(%) _ ij( (¢

W) = hxe) = W(5) |x =x=)



Mittelwertsatz der Differentialrechnung angewandt auf f,, — f,, ergibt

|(fr= o) (@) = (fro= fr) (@0) | = [(fr— fi)'(§)- (@ —20)| < || fr— Frulloo]z— 0] ©

damit erhalt r;-a/:ﬁjm -—_:-__9 [
[fo(@) = fn(2)] = [fa(@) = fin(2) = (fu(z0) = fin(20)) + (fal(20) = fm(20))]
o "‘“3““““‘3% (fu(@) = fm(2)) = (fu(z0) = Frn(@0))| + | (ful(w0) = fin(w0))]
< [1fn = Finllocl = zo| + [(fa(wo) = fin (o))l
< %—i— g_- Vn,m hinreichend gro[;-._b “'u 3lm-3 &

Beweis b: mit dhnlichen Mitteln, aber aufwendiger.

Bei gleichmaBiger Konvergenz der Ableitungen konnen also Grenzwertbildung
und Differentiation vertauscht werden.

lim f; = (klggo fk) = f

k— oo




SATZ 3.16: Vertauschbarkeit von Limesbildung und Integration

(fx) sei eine gleichmaBig konvergente Folge Riemann integrierbarer Funktionen
auf |a, b]. Dann ist f = lim fi integrierbar und es gilt

klggo / fo(2)ds — / T fi(@)de = / e

< AN

Beweisskizze.

Zur Integrierbarkeit : vergleiche die Differenz der Ober- und Untersummen von
f mit der Differenz der Ober- und Untersummen von f,,, die ja bei hinreichend

feiner Zerlegung gegen Null gehen miissen. L‘_][
rmax VLRl f\j/(_
= WF-fulleo
Zur Vertauschbarkeit: /7 / N
) Flace
b b
| s [ (@) / fil@) - fl@)da| < [ flloc(b—a). O
a a —
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Funktionenreihen Ziel: Potenzreihen, Fourierreihen :0 o, (X=¥5s)
D W=

Partialsummen der Potenzreihen = Polynome : Modelle fiir kompliziertere Funk-
tionen

Partialsummen der Fourierreihen = Sinus/Cosinus Summen : Modelle fiir peri-
odische Funktionen, Schwingungen  , s— onc=s(kuwn) & Lo s (ke x)

u=A

Analog zu Zahlenreihen: Bei gegebener Folge (fx), fx : D — R bilde Folge der
Partialsummen

n
= qk“‘)
sn(2) 322 fi(z), n=20,1,2,--- 5.0 = &
k=0 s, 060 -'-"g.. =\ ~ quf)
S, (=)= S,M* 5}&‘\ -t{;(f)

Schreibweise: Z fr(x) oder nur Z fr-
k=0 k=0 S Se ‘gu (<) = xk

w i A
7

S.(x) = Z_x o A- X
ws9

N=

—_ s s(xy = _A {m\\s Ie\c4
A—x
7
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Beispiel 1: Wir kennen Taylorpolynome zum Beispiel zu f(x) = In(x), ¢ = 1:

—— e

- L(M(u( ) K
S, C>») --"T:\ (’() = : — ()( _..—X-\
" = . kf
h —~~< —
'cm(x)
frﬁy/O/-Kc,;l'- o \x..ht/t.r“ﬁ\rwl' A“g? 5,“»-.:2
T (x)= 21— v pubs 2 we oe nem 2
h T e Weldhe 2(?
/ A // _,.A // /l 2,) I“A“\&Hovﬂ
(<) = — (x) = 4 (- ) (-
'{' x e & ) = F (x) = =~ - S
(W) ol «) "
‘Q (7‘) = ( A) ( . ‘(\ (A\ _ (l‘_}‘)l (_A\
7(\4.
" { w-» W e
IR P e R s e k
n =4 \4‘ \A:A L (K-__l)
- L. Rk
L"°hV°JJ'.W‘L fltﬁhf 'C‘" l’("‘A\‘(A denn Dtﬁml\"’lSCL R
iw (ac-—»\\M tob Neajoroente.
- A o | | “l
L:; © :(-Avu-‘ (-k‘k Z % :_L\@rrﬁﬁ h-;ScL‘. f{u.L». —_ é"‘"\"jfr
N : - WA
- ' "o -3
x= 2o Ta. (2) = 5_‘: (-A)k-A o\/}wnc.c/m&_ baven. R-U\LL _ ke = S

ez A le
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Punktweise bzw. gleichmaBige Konvergenz der Reihe heillit punktweise bzw.
gleichmaBige Konvergenz der Folge (s, ) der Partialsummen.

Satze 3.13 bis 3.16 lauten fiir Reihen:

SATZ 3.17: Cauchy Konvergenzkriterium

“SM—‘S‘ -A\\ <t
/’ Weran v 3(\::1 LXZ2230N

Eine Reihe Z fr konvergiert genau dann gleichmaBig auf [a,b], wenn es zu
k=0 n-2 < £

jedem € > 0 ein Ny(e¢) € N gibt, so dass - | 5 b - %{h(n Uoo

> | = e lla=<t
< e Vn, m > Ny(e). L=




Definition 3.10:

Eine Funktionenreihe Z fr heiBt absolut konvergent, wenn die Zahlenreihe
k=0

©.@)
Z | fx||so konvergiert.
k=0

-

| | - wox | f43)
Absolut konvergente Reihen konvergieren gleichmaBig, denn

> = max \.F\4. me\S\

m
<Y koo
k=n

>
k=n

o
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SATZ 3.18: Majorantenkriterium von Weierstrass

Gilt ||fxl|lco < ag fir K > ko und ist Z aj, konvergent, so ist auch Z f

' k=0 k=0
gleichmaBig und absolut konvergent. = " majo. £

LY

Z‘A/m/u,'”" hnhlf""'_b"""

= lfla

b"") a\‘os'-“""'k' Kah\fwbthi:

——
—

sin(kx -~ 7
Beispiel: fi(z) = sin(k) —> ot
k241
. ‘[“(K)
S, () = 2
le=A
od
SI"‘ (th\ ) . A .o _ A Z‘_{'_; \Lanvw‘?.
k> =1 Vi be 44 .= Le? fR Ay
T
lwa
_—D S~ > => S (‘,Nl; u.th..lk“-“ﬂ"""" S')
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SATZ 3.19: Sind die Glieder f; einer gleichmaBig konvergenten Reihe Z f

k=0
©.@)
stk o

stetig, so ist es auch die Summe Z fr . L"
—3"$._ Lhé\""“"
. . — e

Beweisskizze: -
VA .[. L

S.Ux) = i ":K(’c) S
Ww=9°
<. b2 3.aql

(V)
~ h
S(x)zggh()s}»a
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SATZ 3.21: Jede gleichmiBig konvergente Reihe Z fi integrierbarer Funk-

k=0
b o0 00 b
tionen, ist integrierbar und es gilt / Z frdr = Z frdx .
4 k=0 k=0"4

SATZ 3.20: Sind die Glieder fi einer Reihe Z fr. differenzierbar auf [a,b],

- k=0

©.¢)
existiert der Grenzwert Z frx(xo) fur wenigstens ein g € |a,b], und ist die
k=0 _

Ableitungsreihe Z f1. gleichmaBig konvergent auf [a,b], so ist auch die Reihe

k=0 —_—
©.@) ©.@) o /
Z fr gleichmaBig konvergent auf [a,b] und es gilt Z fr. = (Z fk> .
k=0 - k=0 k=0
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s qilb Ak (Fes) =fles”

. . 2 E N
Alles selbstverstandlich? / )  Aler nwr o
A',.SO &“‘4 (Z 'F“') = (Z 'Fu. ) {,hi\f CL \fl‘!—\t.. S\h“‘\"“o"‘i""‘
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Definition 3.11. Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Form

oo

Sxy = Z ap(xr — :co)k X9, ar € R fest vorgegeben.
k=0

xo = Entwicklungspunkt.

Die Partialsummen von Potenzreihen sind Polynome:

fola) = O e =
m e
WM
Sn(ZC) — E ™ W (X—"(Q) = Ao < OKA (D(..ry‘a) % 0\2_,(‘#(——)(-)14 e QL (\C-x")
=0 N~ T —— 7
"F:G.\\S S > > S = Z O\K(’(-’x")
k=2

/
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Taylor-Reihen

WeS S

SACx) :'—rh (x)

Uz 2 Le !
£ ey s> €
(x,r-)u Wemm o 5—5“ ¢
(h-tﬂ) "
{ (3) “ l
(h-k/\)\ (X’XO)
— /ie T-2
Fells —
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Beispiel:

F(2) = n(z), 20 = 1
Folie 8: T),(z) = En: (_1)k_1(:c— 1)"
- T, .
k=1 _ _
Halte z fest s 4+ Lol
- s W
k- F - oL“
b = (20 4(x—' "" 2l foly 4 &
Pt L U X
< A - untﬂbrjbh
; L’"‘“"" Werment
Quotientenkriterium fiir Zahlenreihen: F=il's »Q*W‘;a — =°v§ >A S >
=2 w
Hier also L
(P A
\"TL\=\S;%“<*-*‘_’Z*. - - <
w Le 4 A y +
S R O
' ' W+ g >
A<l ==
b 5] <l Sy e 2 RS
. o
\Vg od %\ b“vwgkhl
dir 0. A ;2' div
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Allgemein: wo (fiir welche x) konvergieren Potenzreihen? Gegen was?
Zur Erinnerung: Fiir eine reelle Zahlenreihe Z bi. gelten:

k=0
Quotientenkriterium: Fiir by £0, Vk > kq:

(<1 = absolute Konvergenz
—=q{>1 = Divergenz
(=1 = 77777 keine Aussage

br+1

lim b,

k— o0

Waurzelkriterium

(<1 = absolute Konvergenz
limsup v/|bx]| =¢ { >1 = Divergenz

k .

o =1 = 77777 keine Aussage

lim sup by, war definiert als groBter Haufungspunkt der Folge, falls diese be-

schrankt ist, und oo anderenfalls.

z G\u.(x-"'x‘)u‘

\-.—--"-"-V—--..____..—-'

Lo
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Wendet man das Quotientenkriterium auf eine Potenzreihe fiir ein festes 2 an,
so bildet man

Ie+1
— ] = Tred
bk a/k(aj — $U>"’ w o
-- S
und erhalt N sA
(<1 = absolute Konvergenz der Zoklur whe
: k41 . olse tor fakn x
lim ' |51C - CE0| =:q4>1 = Divergenz — > by, Lshv
k?_>OO ak} ] A'V( ‘(zuﬂk"\\oﬂm Lly
_ (=1 = 77777 keine Aussage .
AV

()U‘“\A.w - S \/(-.h\l S A T

'_Q:.'v\....L\Jr{ ewLn et ke

|y —xe) < K~ \_2*_‘:_.-‘

L= Outa = A

~ Diver o 2

(x—x=12 ol
‘ O e
, ik >0 Awwa
/ ) div = KOH\ICV'&QV\ Y= s
v_ '




Analog liefert die Anwendung des Wurzelkriteriums auf by, = ap(x — x0)* mit

( .
Konvergenz fiir

~1
roi= (hm sup v/ ]ak|> — { Divergenz fiir
| keine Aussage fiir

r — X
r — X
r — X

<
>

)
—

= 30

Sofern die oben angegebenen Grenzwerte existieren, gibt es also eine Zahl r, so
dass die Potenzreihe fiir alle |x — x| < r punktweise konvergiert und fiir alle

|z — 29| > r divergiert.
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X = ). i— 3 ) f_ -2—)& Z 3___(:’_‘_)__ = (1) \hor
Z A ( 3 WA Cie le 4 @"’“M
S \A.-h\fw_jcm's"
A = 3" / e OOZ - W R il — Drvirovn®
_ A - er ™ b
X = )+ 3 7 = ()"”'5"2) - v
be+a

(El_s o~ ‘(’ L S\M' Wenvergen hel o

‘(‘D\sw\.;w\ SQ"'?.‘.
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SATZ 3.23: CAUCHY, HADAMARD
Zu jeder Potenzreihe Z ar(z —0)* gibt es einen Konvergenzradius r > 0 mit

k=0
folgenden Eigenschaften:

e Die Potenzreihe konvergiert punktweise im offenen Intervall (zg — 7,29 + 7).

e Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilintervall von (xg — r,xg + 1)
gleichmaBig.

e Die Potenzreihe divergiert auBerhalb von (zg — 7,9 + 7).

e In den Randpunkten xg —r und x4+ r ist keine allgemeine Aussage moglich.
Siehe Beispiel.

Bemerkung :
r = 0 = Potenzreihe konvergiert nur fiir x = x.
r = oo = Potenzreihe konvergiert fiir alle z € R.

r heiBt Konvergenzradius der Reihe.
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