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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Definition 3.4: (Funktionenfolge) Die unendliche Folge

fi, oy Foy ooy oy onn

der Funktionen f, : D — R, k = 0,1,2, ..., nennen wir Funktionenfolge
auf D und schreiben dafiir wie im Falle von Zahlenfolgen auch kurz
(fa)nen oder (f,).
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Definition 3.5: (punktweise Konvergenz) Eine Funktionenfolge (f,) auf D
heiBt punktweise konvergent, falls fiir jedes x € D die Zahlenfolge
(fa(x)) konvergiert.

Anstelle von punktweiser Konvergenz sprechen wir auch abkiirzend
von Konvergenz.

Die Grenzfunktion f ist dabei fiir jedes x € D durch
nILn;o fa(x) =: f(x)

erklart.

M. Hinze Analysis Il



Analysis Il

M. Hinze
53/94

Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Definition 3.6: (Abstand und Supremumsnorm) Sind f und g
beschrankte Funktionen auf D, so bezeichnen wir mit

IIf — glleo := sup [f(x) — g(x)|
xeb

den Abstand dieser Funktionen voneinander.
Die Supremumsnorm ||f||. von f auf D ist definiert durch

|[flloo := sup [f(x)].
xeb

Handelt es sich bei den Funktionen um stetige Funktionen und ist D
eine kompakte Menge, z.B. ein abgeschlossenes Intervall, dann gilt

If = glloo == max |f(x) — g(x)| bzw. [|f[|oo = max |f(x)].
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

f(x)=sin x

2 | wlém X

Abbildung 3.3: ||f|| s, Supremumsnorm von
f:[0,37] — R, f(x) =sinx

4L
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

< — — — —

g(x)=arctan x

Abbildung 3.4: ||g||, Supremumsnorm von
g:R—=]— 7, %[, 9(x) = arctanx
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Abbildung 3.7: Funktionenfolge f,(x) = 5 und Grenzfunktion f

14x2n
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Definition 3.7: (gleichméaBige Konvergenz) Eine Funktionenfolge (f,) auf
D konvergiert genau dann gleichméaBig gegen eine Grenzfunktion f auf
D, wenn von einem Index ny an alle Funktionen f,, — f beschrankt sind
und

lim ||[fo — f|loo =0
n—-oco
gilt. In diesem Falle schreibt man auch kiirzer

f=Ilim f, oder f, — ffiir n — co.

n—-oco
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Satz 3.13: (Cauchy-Kriterium fiir gleichméaBige Konvergenz) Eine
Funktionenfolge (f,) auf D ist genau dann gleichméBig konvergent,
wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ny, so dass fiir alle n, m > nq gilt

[|fn — fm||oo < e
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Buch Kap. 3.2 — Funktionenfolgen

Satz 3.14: (Stetigkeit der Grenzfunktion) Jede gleichmé&Big konvergente
Folge stetiger Funktionen (f,) hat eine stetige Grenzfunktion f.

Anders ausgedriickt; mit xo = limy_, o Xx € D gilt

Jm_ lm ) = im (im_(4)
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