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Interpolation

Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig. Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt.

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Letzte Vorlesung Numerische Integration

b
Berechne Naherung ﬁjr/ f(x)dz.

Fihre Zerlegunga =20 < 71 < 22 < -+ < Tpa1 = b ein.
Ersetze f auf Teilintervallen durch einfacheres Modell.

Fiihre Integration naherungsweise durch Integration der einfacheren Funkti-
on(en) durch.
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Abbildung 1: Rechteck Regel fiir f(z) = x cos(x) + 12.



Rechteck Regel

Ersetze f auf [x;, ;11| durch Polynom nullten Grades mit p(x;) = f(x;)

Insbesondere auf [xg, x1] erhdlt man | po(z) = f(z0)

Q:(f) = Zf(wz')(%ﬂ — ;)

b
Wichtig: Ist Q(f) Naherung fiir / f(x)dzx, so sollte
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Auf jedem Intervall:
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Modellverbesserung: Verwende Polynome ersten Grades statt Polynome nullten
Grades auf Teilintervallen
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Fordere: p(x;) = f(x;)
und p(z;y1) = f(Tit1)
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Nimmt man Polynome zweiten Grades auf den Intervallen o' ¢

'.-_J-:-“.(-—-—’ - - -
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[0, T2, |T2, Z4], -+, [T2m—2, Tom] mit n + 1 = 2m,

S ® o | TXe )

? (J(.) = ‘5 ()(-a) , P(\(‘.) - .gr(i(.t)

P wop_2) = flwan—2), PM(zop_1) = flwap_1), p"(zap) = f(x%)g(m:r%)

und bestimmt diese so, dass die Interpolationseigenschaft

gilt, und bestimmt analog eine Naherung fiir das Integral. So erhilt man die
Simpson-Regel

Abbildung 2: Simpson-Regel bei f(x) = x cos(zx) + 12



Auf dem Intervall [zq, 2] mit den Stiitzstellen

(w0, f(20)), (1, f(21)), (w2, f(22))-

erhilt man das (eindeutige) interpolierende Polynom ps € 115

(x — x1)(x — x2) (x — xo)(xz — x2) (x — x1)(xz — x0)

p2(x) = f(xo)

+ f(z1)

+ f(z2)

(o — x1) (0 — T2) (1 — o) (%1 — T2) (2 — z1) (22 — T0)

?2(%)_‘: _é()(,) ‘ (\(.—-Xﬁ)()‘-——ﬂb) —f— .F (Xi) ,(%-Y‘.)(x_.x,_) + S’("‘z) ()(.—5(-)(7(_—!;,)
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Allgemein: Gegeben sind Datenpaare

(20,90)s (T1,91), (T2,92)s *+, (TnyYn)  To <1 < T2 < -+ < Ty

~ ~ —
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Gesucht: Polynom

NV r Sc L{Léw

Pn - [3707 an] — R) mit p($2):y27 220717 5 T

Man sagt dann p interpoliert die Daten (z;,y;), t = 0,1, -+, z,.



Langrangesche Darstellung von Interpolationspolynomen

Fiir die Lagrange Polynome

:Iz—xj /\
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(@ —@o)(x — 1) - (= @ic)(® — @ig1) - (& — @)
(%‘ — xo)(%‘ — $1) T (xz — 37@'—1)(37@' — $z‘+1) e (xz — xn)

gilt Lz(xj) = 52'3' = {O Z#j’

1 i=j.
Fiir das Polynom | p,(z) := Z Li(x)y; |gilt
i=0 =
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Beispiel: Datenpaare (1,1),(3,2). Bestimme Interpolationspolynom p;.

.\ \"- < — XA -\- —_)(_---)(o
A 7‘: Yo —X A 7'\ X =X~
— _ - 3
Pax) - 4 x-=3 PR X—4 _ =2 =-x+4> < A
A -2 2 -1 2. 2 2

Zusatzliches Datenpaar: (2,3). Bestimme Interpolationspolynom py zu

(1,1),(3,2),(2,3)
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Vorteil: Lagrange-Polynome: leicht einzusehen,
sigelse: bel Hinzunahme weiterer Daten muss alles neu berechnet werden.

Alternatives Vorgehen: Das eindeutige Polynom nullten Grades, dass f(x)
exakt wiedergibt, ist

\ po(@) = f(xo) . )

Wir addieren ein Term ersten Grades, so dass auch z1, f(x1) interpoliert wird.

Dieser neue Term soll den Wert bei xg nicht kaputt machen, daher der Ansatz
fﬂ()(-‘l) _:.'f {,g_.,) £ - - — e = %(){e) <+ @)

pi(z) = po( ) + a(z — x0) = f(x0) + a(z — 20)

L

Die Forderung p1(x1) = f(x1) liefert

l 1 1) — Fla
pi(e1) = Flz1) = F(a0) + aler — 29) = o = L&) =S (@)

1 — X
x1) — f(x
1 — Lo
fla) = f(@o) =: [z120] heiBt dividierte Differenz 1.0rdnung
1 — Lo
Dosatalid  x,, fle) inbrpolivren: f,(xs) =, rx,)+0:!(r=)

f’z (X) Pfl (X) +F (3{ Xo)(x ——X») _ &[x‘,-_ﬁ'(x‘).fo _f(x,.
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Soll zusatzlich f(xy) exakt wiedergegeben werden, addiere ein Term zweiten
Grades.

Dieser neue Term soll die exakten Werte bei xg und z; nicht kaputt machen,
daher der Ansatz

p2(z) = pr(z)+p(z—zo)(r—21) = f(20)+ f(xxli - ing) (z—20)+ Blx—10)(2—121)
B Il e (%)

Fordere jetzt: po(z2) = f(x2)

Wie man z.B. durch Einsetzen priifen kann, erhalt man fiir 3

- Crend o)
(Lo Jn)y (o) - T
5 _ > X2 X L 1 — X _ [372331] — [371370]

—_——————— = [3725171270].
To — I Lo — I
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Das so erhaltene Polynom

p2(z) = f(xo) + [T120] (T — 20) + |[T27170] (T — T0)(T — 71)

ist das (eindeutige) Polynom (hochstens) zweiten Grades mit

p(zi) = f(x;) 1 =0,1, 2.

Beispiel: Wie oben Datenpaare (1,1),(3,2). Bestimme p;.

X: ' \[A - YO 2 -

()A(%)sya + - (X =xa)= N+
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{usatzliches Datenpaar: (2, 3). Bestimme py zu (1,1), (3,2), (2, 3)

1 ’- Te” T — Ya—Ye
= ( x:_-—-‘)(‘ A = ° !
y 3 P2 TPl 4 17X () (=X )
xl-—-XQ
3_x A
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Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms

Gegeben sei das Interpolationspolynom p,, zu den Daten

(37073/0)7 (37173/1)7 R (mﬂnyn) ‘0,,., = ﬂh

Gesucht sei das Interpolationspolynom p,, 11 zu den Daten

(37073/0)7 (37173/1)7 T (xTL?yn)v (ajn—i—layn—i—l)- 60,,_“, € ’I—_[vwﬂ/i

IDEE : Versuche den Ansatz  p,11(x) := pp(x) + q(2).

Wenn es einen solchen Term ¢ gibt, dann gilt einerseits

Pn € Hna Pn+1 S Hn—l—l — q € Hn—l—l

und andererseits fiir alle  =0,1,--- ,n for jzo4 - n
r //yo
Yi o Pn+1(z5) = pnlxj) + q(z5)
= ﬁJF q(;)
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Ein Polynom hochstens (n+1)-ten Grades mit den (n+1) Nullstellen
xo,T1, "+ , Tp hat zwingend die Form

q(x) =alr —xo)(x —x1) - (x — xp)

Es bleibt die Frage, ob es eine Konstante a gibt, so dass

I

Yn+1 = pn+1($n+1) — pn(xn+1) T a(xn+1 — xO)(xn+1 — 371) T ($n+1 — xn)

gilt. Diese Frage 1aBt sich aber durch einfaches Auflésen beantworten:

Yn+1 — pn(xn—l—l)
(Tnt1 — 20)(Tny1 — 1)+ (Tny1 — Tn)

a =

Also funktioniert unser Ansatz  p,11(z) := pn(x) + q(2).
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Effiziente Berechnung der Koeffizienten: Definiere

(z;] =y; firi= 0,1, 2, ---, n und rekursiv:

a’;. o o o ajk— J— a’/‘ o o o ajk
[$i7 L 7$k] — [ 9 ) ;] — x[k”H—h ) ], [sz] = ;.
(2

SATZ : Newton Interpolationsformel

Das eindeutige Polynom p € II,, mit p(z;) =y;, j =0,1,--- ,n, i#j =
x; # x; hat die Form

L) CX.\(aj ()(,)(a) 4 E)(o\(A)(L:)(;(,,)(e) (X -Xxu)- - E',(.)(“j ; D"fj —-fE’Olj
i k-1 X o =X,

k=0 J=0 Cxa¥9d = Txd ]
I L ’(4-’ 2

J Beispiel: Horsaaliibung
. \/'- = C\f,-j CKl e ) CS{, K‘yz_l - C-:(.:(,.)_Ex,‘xa_]

E\ 2-A :‘ LS ;f 7 Xy,
2

2 B :\- / 3 2 )(x-x,)
\ .3—1 = o 4 / 2'-'4 = PL(D‘):A"“ ’i()(-')(a)-"i&—’()
2 3 / 2~ 3 > — 3/ A > —S/, 43/, ";VC()(-'X.J(X.Y,)(‘*;;)
2 - Y, s 4
Ny gy S=2i-3% 7 e T Ty T g



SATZ : Fehler der Interpolation

Sei f € C""Ya,b] und seien z; € [a,b], i =0, 1, -- -, n paarweise verschiedene
Zahlen. Dann gilt fiir das Interpolationspolynom p € I1,, : p(x;) = f(x;),
i=0,1,---,nund x € |a,b]: Es gibt ein £ = &(x) in [a, b], so dass

x:)(\\
wobel
- Lo
w(CE) = H(ZC — CE?,) S 1 (x-s(,‘) .. _o
i=0 ,)((,(3),(3(,(&) = |
Beweis: Fir x =z, j =0, 1, ---, n ergibt Einsetzen 0 = 0. o =T

Fiir festes x # x; definieren wir die Funktion

so dass F'(x) = 0 gilt. Wahlen also o = flw) - p(x) 4’/

wl\r
( ) -,7 , had
- h (hea O‘
v W () 5 ,gw)
Wx) = (x=x=) (x=xp) - - (<=) = """ ey ™ (
—_— + p 1 M
h %A famn ¢ 8:(""" ).




Dann hat F' mindestens (n42) Nullstellen und damit (Rolle) F{”“)mindestens
eine Nullstelle £ in [a, b]: pe T — e () =g

Fr(g) = fHe) — P — ol ) = 1) —atn £ 1)l =0

\_'--v_-_-"“—_-‘f_-

o Y
L _ M _ 0
Damit erhdlt man a = R und wegen F'(z) = 0:
n—+1
0= Pla) i= f(a) ~ plo) — aw(e) <= fa) ~pla) = (). | O

Insbesondere also

[f(z) = pn(z)| <
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Interpoliert man groBe Datenmengen (xo,v0), (1,vy1), (2,¥y2), -+, (Tn, Yn)
mit Polynomen hohen Grades, so stellt sich oft ein unerwiinschtes oszillatorisches
Verhalten ein. Die Interpolation der Daten

J

Abbildung 3: exakt: durchgezogen, Interpolation: gestrichelt

Als Alternative zur Interpolation mit einem Polynom hohen Grades bieten sich
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sogenannte Splines an. Man zerlegt das Intervall :

In: a=T9g < T1 < Ty < - < x,=0>b

in n Teilintervalle

bestimmt auf jedem Teilintervall eine polynomiale Naherung vom Grade m
o IR

— ——

"'Trmrt}.r‘c._:,& =2~

und verlangt, dass die zusammengesetzte Funktion auf dem gesamten Intervall

mindestens (m-1) Mal stetLg differenzierbar ist. 0 wmal obcha Qfl{ler olss

S&' L\"b
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Interpolation bzw. Spline zu 1/(1+x2) Fehler Interpolation (blau---) bzw. Spline (rot...), f(x):ll(1+><2) A (J\'x' la’t‘
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Abbildung 4: exakt: durchgezogen, Interpolation: gestrichelt, Spline: gepunktet

‘E,J‘Ou,ko‘w e Tl -
Wichtig: lineare Splines (— Trapezregel) und kubische Splines. SR A T
) Joe o9 For
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