Analysis Il

M. Hinze
1/94

Analysis I

Michael Hinze
(zusammen mit Peywand Kiani)

Department Mathematik
Schwerpunkt Optimierung und Approximation, Uni itat H g

O

WiSe 2015/2016

M. Hinze Analysis Il



Analysis Il

M. Hinze
2/94

Beachtenswertes

@ Die Veranstaltung ist eng angelehnt an das Buch H6éhere
Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler von Prof. Dr.
Giinter Barwolff, Spektrum Akademischer Verlag, ASIN/ISBN:
3827414369.

o Ubungsaufgaben —
http://www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/index.htmi

@ Besuch der Ubungsgruppen griindlich vorbereiten!!
@ Als Formelsammlung empfehlen wir: Formeln und Fakten im

Grundkurs Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschattler,
Klaus Vetters, 3. Auflage, Teubner 2001.
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Kap. 2.13—Kap. 2.17 — Integration

Fragestellungen:

@ Rekonstruktion einer Funktion F aus Kenntnis iiber deren
Ableitung F’(x) = f(x),

@ Berechnung von Flachen krumm berandeter Gebiete,

@ Berechnung von Arbeit = Kraft x Weg entlang von krummlinigen
Trajektorien (=Bahnen),

@ Berechnung des Volumens von Rotationskorpern,

@ Umkehrung von Differentiation
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Stammfunktion

Definition 2.33: (Stammfunktion)
Sei f : | — R eine auf dem Intervall / definierte reellwertige Funktion.

Die differenzierbare Funktion F : | — R mit der Eigenschaft

F =f

heiBt Stammfunktion von f.

Stammfunktionen sind nur bis auf Konstanten festgelegt, d.h. mit F ist
auch F + C fiir C € R Stammfunktion zu f.
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Zerlegungen

f(x)

X = =
a=x, X, X, X; X, bx x

Abbildung: 2.54: Flache von f auf [a, b] Abbildung: 2.55: Zerlegung Z,
Obersumme und Untersumme
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Zerlegungen

Es wird eine Streifeneinteilung wie in Abb. ?? gebildet, wobei jeweils
Streifen der Breite Ax;, i = 1,2, ..., n, mit den beliebig gewéhlten
Punkten xo, X1, X2,-..,Xn

a=X< X< X< < Xpn=Db (1)
betrachtet werden. Die Menge der so gebildeten Teilintervalle
[Xo0, X1], [X1, X2], - - - 5 [Xn—1, Xn]

heiBt Zerlegung Z des Intervalls [a, b]. Die groBte der Teilintervalllangen
AX;
|Z] ;= max Ax;
ie{1,...,n}

.....

heiBt Feinheit der Zerlegung Z. Wie in der Abb. 2.55 angedeutet, bildet
man in jedem Streifen zwei Rechtecke, die die Flache von f von “oben”
und von “unten” annéhern. Falls f beschrankt ist, existiert auf allen
Teilintervallen obere und untere Grenze f

M;:= sup f(x) m;:= _inf f(x). (2)

XE[X_1,Xj] XE[Xj_1,Xi]
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Zerlegungen

Uber dem Intervall [x;_+, X;] entsteht ein “unteres” Rechteck mit dem
Flacheninhalt m; Ax; und ein "oberes” Rechteck mit dem Flacheninhalt
M; A x;. Eine Summation liber i ergibt

n
S5:(Z2) := Z M;AXx;, die Obersumme von f beziglich Z, und
i=1
n
si(Z) := Z m;Ax;, die Untersumme von f beziiglich Z.
i=1

Wahlt man mit &; einen beliebigen Punkt aus dem Intervall [x;_+, x;] flr
i=12,...,n,s04gilt m; < f(&) < M; und deshalb auch

si(Z2) < zn: f(&)Axi < Si(Z) .

i=1

Die Summe R(Z) = 3_i_, f(&)Ax; heiBt Riemannsche Summe
beziiglich der Zerlegung Z.
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Zerlegungen

Es ist offensichtlich, dass bei immer feiner werdenden Zerlegungen die
Obersummen im Allg. immer kleiner und die Untersummen immer
groBer werden. Damit ist es sinnvoll, Infimum aller Obersummen und
Supremum aller Untersummen zu bilden:

I = igf S¢(2), genannt Oberintegral von f,

I, = supsq(2), genannt Unterintegral von f.
z

Dabei bedeutet infz und sup,, dass das Supremum bzw. Infimum Gber
der Menge aller Zerlegungen gebildet wird.

Sind Z; und Z; zwei beliebige, unterschiedliche Zerlegungen des
Intervalls [a, b], dann kann man eine verfeinerte Zerlegung Z aus den
Durchschnitten der Teilintervalle von Z; und Z; bilden. Es ist dann
offensichtlich

s1(Z1) < s1(2) < R(Z) < S¢(2) < Si(2) ,
s1(Z) < s1(2) < R(Z) < S¢(2) < Si(Z) -
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Buch Kap. 2.13 — Integration, Zerlegungen

Damit ergibt sich insbesondere, dass fiir beliebige Zerlegungen Z;, Z,
Sf(Z1) S S[(Zz) und Sf(Zz) S Sf(Z1)

ist. Daraus folgt, dass die Menge der Obersummen nach unten
beschrankt ist, und die Menge der Untersummen nach oben. Daraus
folgt die Existenz von /s und /; und

I <.

Aus der Definition der Riemannsche Summe wird deutlich, dass der
Wert irgendeiner Riemannschen Summe zwischen dem der Ober- und
dem der Untersumme liegen, die zu derselben Zerlegung gehéren.

Fiir stetige Funktionen auf jeden Fall, aber auch fiir viele andere iibliche
Funktionen ist I, = T. Ist (Z) eine Zerlegungsfolge, fiir die

limyo oo |Zk| = 0 gilt, so heiBt (Zx) ausgezeichnete oder zulassige
Zerlegungsfolge. Gilt I, = T, so folgt aufgrund von (3)

lim s¢(Z) =1, = lim R(Z) =1 = lim S¢(Z) .
k— oo k— oo k— oo

Die durchi efiihrten Belrachluni en rechtfertiien die foli ende Definition.
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Buch Kap. 2.13 — Riemann Integral

Definiton 2.34: (Integrierbarkeit, RIEMANNsches Integral)
Eine auf [a, b] beschrénkte Funktion f heiBt im Intervall [a, b]
RIEMANN-integrierbar, falls das Unter- und Oberintegral von f
iibereinstimmen, d.h. falls I, = 7 gilt.

Der gemeinsame Grenzwert I; = I, wird bestimmtes RIEMANNsches
Integral von f(x) Uber [a, b] genannt und mit

I=/abf(x)dx

bezeichnet.

a heiBt untere und b obere Integrationsgrenze und [a, b] wird
Integrationsintervall genannt. x heiBt Integrationsvariable und f(x)
Integrand.
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