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Unterschrift:

Lösen Sie die 2 angegebenen Aufgaben. Pro Aufgabe werden 10 Punkte vergeben.

Aufg. Punkte Korrekteur
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Aufgabe 1) [6+ 4]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral
∫

3x2 − 9x+ 9

x3 − 6x2 + 9x
dx .

b) Gegeben sei die Funktion f : [0, 1] → R , f(x) = arctan(x) .

Es gilt f ′(x) =
1

1 + x2
sowie f(0) = 0 und f(1) = π

4
.

(i) Berechnen Sie mit Hilfe der einfachen Trapezregel ( h = 1 ) eine Nähe-
rung T (f, 1) für

I :=

∫ 1

0

f(x) dx .

(ii) Zeigen Sie, dass
max
x∈[0,1]

|f ′′(x)| ≤ 2 .

gilt.

(iii) Zeigen Sie, dass folgende Abschätzung gilt:

|I − T (f, 1)| ≤
1

6
.

Lösung der Aufgabe 1) [6 + 4]

a) x3 − 6x2 + 9x = x(x2 − 6x+ 9) = x(x− 3)2 . [1 Punkt]

Ansatz:
3x2 − 9x+ 9

x3 − 6x2 + 9x
=

a

x
+

b

x− 3
+

c

(x− 3)2
. [1 Punkt]

Die Koeffizienten errechnen sich aus der Bedingung

a(x− 3)2 + bx(x − 3) + cx = 3x2 − 9x+ 9 .

Einsetzen der Nennernullstellen und Vergleich der Koeffizienten von x2 er-
gibt:

x = 0 : a(−3)2 = 9a = 9 =⇒ a = 1 .

x = 3 : 3c = 3 · 9− 9 · 3 + 9 =⇒ c = 3 .

x2 : a+ b = 3 =⇒ b = 2 . [2 punkte]

Somit also
∫

3x2 − 9x+ 9

x3 − 6x2 + 9x
dx =

∫

1

x
+

2

x− 3
+

3

(x− 3)2
dx

= ln |x| + 2 ln |x− 3| + 3
(x− 3)−1

−1
+ C

= ln |x| + 2 ln |x− 3| −
3

x− 3
+ C . [2 punkte]
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b) (i)
∫ 1

0

f(x)dx ≈
h

2
(f(0) + f(1)) =

1

2
(
π

4
) =

π

8
. [1 punkt]

(ii) Für alle x ∈ [0, 1] gilt:

f ′(x) =
1

1 + x2
,

|f ′′(x)| =

∣

∣

∣

∣

−2x

(1 + x2)2

∣

∣

∣

∣

≤
2

(1 + 02)2
= 2 . [2 punkte]

(iii) Für den Fehler der Trapezformel gilt

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

f(x)dx− T (f, 1)

∣

∣

∣

∣

≤
(1− 0)

12
h2 max

x∈[0,1]
|f ′′(x)| . =

2

12
=

1

6
. [1 punkt]



Analysis II, SoSe 2016 01.09.2016 (Hinze/Kiani) 4

Aufgabe 2) (5+5 Punkte)

a) Durch r : [0, π
2
] → R

2, r (t) := (3 cos(t), 3 sin(t))T sei ein Stück Draht

der Dichte ρ(x, y) :=
y

x2 + y2 + x
(Masse pro Längeneinheit) beschrieben.

Berechnen Sie die Masse des Drahtes.

b) Gegeben sind folgende Daten einer Funktion g : [1
2
; 2] → R, x 7→ y = g(x) .

xk
1
2

1 2

g(xk) = yk 2 1
1

2

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolynom p2 zweiten Grades der Funk-
tion g zu den gegebenen Daten.

(ii) Es sei bekannt, dass |g′′′(x)| ≤ 3 für alle x ∈ [1
2
; 2] gilt. Zeigen Sie,

dass folgende Ungleichung für den Interpolationsfehler im Punkt x =
1.2 gilt:

|g(1.2)− p2(1.2)| ≤
1

10
.

Lösung der Aufgabe 2)

a) ṙ(t) = (−3 sin t, 3 cos t)T

=⇒ ‖ ṙ(t) ‖ =
√

9 sin2(t) + 9 cos2(t) = 3 . [1 Punkt]

ρ( r (t)) =
3 sin(t)

9 cos2(t) + 9 sin2(t) + 3 cos(t)
=

3 sin(t)

9 + 3 cos(t)
. [1 Punkt]

M =

∫

r

ρ(x) ds =

∫ π/2

0

3 sin(t)

9 + 3 cos(t)
‖ṙ(t) ‖ dt =

∫ π/2

0

sin(t)

3 + cos(t)
· 3 dt

=3

∫ u(π/2)

u(0)

−1

u
du u = 3 + cos(t),

du

dt
= − sin(t)

= − 3

∫ 3

4

1

u
= −3 [ln(|u|)]34 = 3 (ln(4) − ln(3)). [3 punkte]

b) (i) Die Koeffizienten des Interpolationspolynoms können durch Lösen der
Gleichungen

y0 = a0 = 2 ,

y1 = 1 = a0 + a1(x1 − x0) = 2 + a1(1−
1

2
) ⇐⇒ a1 = −2 ,

y2 =
1
2
= a0+ a1(x2−x0)+ a2(x2−x0)(x2−x1) = 2− 2

3

2
+

3a2
2

⇐⇒

a2 = 1 ,
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oder durch Berechnung der dividierten Differenzen

xj yj = [xj ] [xj−1,j] [xj−2,j]

1

2
2

1− 2

1− 1
2

= −2

1 1
−1

2
+ 2

2− 1
2

= 1

1

2
− 1

2− 1
= −

1

2

2
1

2

bestimmt werden. Man erhält

p2(x) = 2− 2 (x−x0)+ (x−x0)(x−x1) = 2− 2 (x−
1

2
)+ (x−

1

2
)(x−1) . [3 punkte]

(ii)

|p2 (1.2)− g(1.2)| =
1

3!
·
∣

∣g(3)(θ) · (1.2− x0)(1.2− x1)(1.2− x2)
∣

∣

≤
3

6
(
7

10
·
2

10
) ·

8

10
) =

56

1000
<

1

10
.

[2 punkte]


