Kapitel 9: Integration

9.5 Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale,d.h.

e Integrale Uber unbeschrankten Bereichen

J'OO f(x) dx J'ioo f(x) dx ro f(x) dx.

a — O

e Integrale Uber unbeschrankten Funktionen mit Singularitdten am Rand

b
J f(x) dx wobei f : (a, b] — R stetig oder f:[a,b) — R stetig

a
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f : D — R mit D C R heit Llokal integrierbar, falls
f Uber jedem kompakten Teilintervall [a, b] C D integrierbar ist. []

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar tiber [a, co) bzw. (—oo, b]

bzw. (—o0, 00), so definiert man

00 Y
J f(x)dx = lim J f(x) dx
a Yoo a
b b
f(x)dx := lim J f(x) dx
J—00 Yy——0o0 y
f(x)dx := J f(x) dx —|—J f(x)dx  fura € R.
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar tiber (a, b] bzw. [a, b) bzw. (a, b), so

definiert man

b b
f(x)dx = lim f(x) dx
Ja y—at Jy
r\b "y
f(x)dx = lim f(x) dx
J a y_>b7 J a
rb C b
f(x)dx = J f(x) dx+J f(x) dx firc € (a,b).
Ja a c
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Ein Beispiel.
Betrachte das uneigentliche Integral
oo
1
J — dx
1 X%
Wegen
1 1 }
1 —— 7 +C fur o¢ > 1
J' D dx =0 a—1x
XCX
log(|x]) + C fur o« = 1
konvergiert das uneigentliche Integral
oo
1
J — dx
1 X

fur o« > 1 und divergiert fur o« = 1.
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Ein weiteres Beispiel. Betrachte das uneigentliche Integral

o
J !x!e_xz dx.

Es qgilt

oo 2 0 2 o0 2 oo 2
J Ix|le™™ dx = —J xe * dx -+ J xe © dx = ZJ xe * dx,
—00 0

— OO

und weiterhin

J xe ¥ dx = = e “du mit U = X
0 2 Jo
1 1
= 5 (1 —e‘Jz) — 7 firy — oo.

Somit gilt

102

Kapitel 9: Integration

Konvergenzkriterien.,

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:

(a) Das uneigentliche Integral fzo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

<€

z2
Ve>0:dC>a : Vzy,zp >C : H f(x) dx

el

(b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

| ()] dx

a

konvergiert, so konvergiert auch das uneigentliche Integral

JOO f(x) dx.

a
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Majorantenkriterium.

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:

(€)

Vx @ [f(x)] < g(x) und J g(x) dx konvergent

a

(0. o]
— J f(x) dx absolut konvergent

a

(d) Weiterhin gilt folgende Umkehrung:

Vx : 0<g(x) <f(x) und g(x)dx divergent
Ja

— f(x) dx divergent.
Ja
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Beispiel: Das Dirichlet-Integral

Betrachte das Dirichlet-Integral

[— J'Oo sin(x) dx.
0 X

Das Dirichlet-Integral ist konvergent, denn es gilt

JUZ sin(x) cos(x) |V Jyz cos(x)
dx = —— - 2 dx
yr X Xy, yr X
und somit
Y2 . ‘I '] Y2 1 2
y X Y Yz Uy, X U1
Bemerkungen:

e Das Dirichlet-Integral ist nicht absolut konvergent;

e Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert I = 71/2.
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Beispiel: Das Exponentialintegral

e Betrachte das Exponentialintegral

X et
Ei(x) := J T dt furx < 0.

Wegen limi_,_, tet = 0 gibtes ein C > 0 mit [tet| < C furalle t € (—o0o,x], und

somit gilt
et| [tef] - C
T 2 =2
Mit der Konvergenz des Integrals
X
1
[ la
oo T

folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0 aus dem

Majorantenkriterium.

106

Kapitel 9: Integration

Beispiel: Die Gamma-Funktion.

Die Gamma -Funktion T : (0,00) — R ist definiert durch

Ix):= J’ e 1 dt furx > 0.
0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von I'(x) singular. Mit
et <t fro<t <

folgt jedoch in diesem Fall

1
=—(1—¢")—>— fure - 0+.

1 1
J T dt = —t¥
X X X

£

t=¢

Die Konvergenz bei t = o0 zeigt man wie beim Exponentialintegral:

e—ttx+1 C )
———| < 2 furl <t < oo.

‘e—ttx—1 ‘ _ tz

Mit dem Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von I"(x) fir x > 0.
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Weitere Bemerkungen zur Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion erfillt die Funktionalgleichung
Nx+1)=x-T(x) x>0

und es gilt
ray =1.

Folgerung: Es gilt
'm)=Mmn-—1)! fir allen € N.
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9.6 Parameterabhangige Integrale

Beispiel: Die Gamma - Funktion

M(x):= J f(x,t) dt = J et T dt.
0 0

Zunachst: Parameterabhangige eigentliche Integrale.
Seif:Ix[a,b] = R, I CR,sodass f fir festes x € I als Funktion von y integrierbar
tber [a, b] ist:

b
F(x) := J f(x,y) dy.

Fragen:
e Ist die Funktion F(x) stetig, wenn f(x, y) stetig ist?

e Ist die Funktion F(x) differenzierbar, wenn f(x,y) nach x differenzierbar?
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Stetigkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x,y) stetig auf I x [a, b], so existiert das Integral
b
Fix) = | o u)
a

fur alle x € I, und F(x) ist stetig auf I.

Beweis: Seixp € [p C I, sodass [y C I kompakt. Dann ist f(x,y) auf dem Kompaktum
Io x [a, b] gleichm&Rig stetig. Daher gibt es zu € > 0 ein & > 0 mit

X —x0|l <d = [f(x,y)—TF(x0,y)| <€ fir x,xp € [pundalley € [a, b].

Mit diesem & und |[x — xo| < & fir x, xo € I folgt dann

b
F(x)—F(xo)| = gj 1f(x, y)—F(x0, y)l dy < e(b—a).

a

b
j (f(x,y) — F(x0,y)) dy

a

Somit ist F stetig in xo. Da X beliebig gewahlt, ist F auf ganz I stetig. H
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Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x,y) stetig auf I X [a, b] und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so ist auch
F(x) auf dem Intervall I stetig differenzierbar, und es gilt

b
P = | 5 xy)dy.

Beweis: Fir x,xo € I, x # xo, folgt mit dem Mittelwertsatz

F(x) —F(xo) _ [* flx,y) = flxo,y) , _ [° Of o
xe _Ja SE— dy _L a(&,y)dy fur ein & € [xo, X/,

und damit weiterhin

. F(x) — F(xo) b . of ® of
/ m — m - d f— E— d
F(xo) x—>|| X0 X — X0 L a—>“ X0 6x(£’y) Y J’a 0x (xo0,y) dy.

Somit ist F differenzierbar in x.
Da X beliebig gewahlt, ist F auf ganz I differenzierbar. |
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Zwei Beispiele.
Beispiel 1:
JT[

F(XJZJT Sin(tm dt = Fx)=

cos(tx) dt.

Beispiel 2: Die Bessel -Funktion

Jn(x) = 1 Jﬂ cos(x sin(t) — nt) dt, fuirn € 7Z,
T Jo

JL(x) = —7lt J: sin(t) - sin(x sin(t) — nt) dt,

Jo(x) = —;{ J: sin?(t) - cos(x sin(t) — nt) dt.

Bemerkung: Die Bessel-Funktion |, (x), n € Z, ist (eine) Losung der Besselschen

Differentialgleichung

x2y ! (x) +xy’(x) + (x> = n?)y(x) =0 furn € Z.

Beweis: Ubung (mit partieller Integration).
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