Kapitel 9: Integration

Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig, p : [a, b] — R integrierbar und p(x) > O fiir
a < x < b. Dann existiert ein & € [a, b] mit

Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > O folgt:
min(f[a, b]) - p(x) < f(x)p(x) < max(fla, b]) - p(x).

Integration uber [a, b] liefert:

b
f(x)p(x) dx < max(fl[a,b]) - J p(x) dx.

a

b b

min(f[a, b]) - J p(x) dx < J

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fur stetige Funktionen.
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fir den Spezialfall p = 1 gibt es ein & € [a, b] mit

b
J f(x) dx = f(£) - (b—a)

Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) —F(a) =F(&)(b—a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgtder Mittelwertsatz der

Differentialrechnung fir die Stammfunktion F(x):

F (&) = Fib) ~Fla) fir ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor. Man erhalt die Taylor-Entwicklung einer Funktion f € C™+!

um Xo durch n-fache partielle Integration:

f(x) —f(xo) = JX () dt:JX (x — t)°f/(t) dt
— (x—xo)f’(xo)JrJX (x —t)'f (1) dt
_ (x—xo)f’(xo)—i—(x—xo)zf (2"") +%Eo(x—t)2fm(t) dt

ol (x 1 ("
= Y el [ e on
k=1 ' '

X0

Daraus bekommt man die Lagrange-Restgliedformel aus Mittelwertsatz:

1> 1
— J (x—t) D () dt = ———— fMFI(E) (x—xo)™ ! furein & € [xo, x].
n! Xo (TL+ ])'
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9.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) = P wobei p(x) = Z ax®, q(x) = Z brxk.
k=0 k=0

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
R(x) = p1(x)+i[ = M2y ]
= (x—%;)  (x—x;)? (x — x5k
e Yirx + 01 Yik; X + djx;
+ ) 1 K
j=mi+1 ((x—aj)2+bj2) ((x—aj)2+bj2>
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Erlauterungen.

e Ohne Einschrankung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen.

e Das Polynom p1 (x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).

In diesem Fall berechnet man p1(x) mit Polynomdivision, und es gilt

p2(x)
q(x) R(x)

mit deg(p2) < deg(q).

—pilx) = p)=pi1(x)-qlx)+p2(x),

e Das Nennerpolynom q(x) besitze
e die reellen Nullstellen X;j mit Vielfachheit k]-;

e die komplexen Nullstellen z; = a; + ibj mit Vielfachheit k;;

und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.
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Ansatz der Partialbruch-Zerlegung.

;1 Xi2 XKk
R(x) = ) + [ ] ] —l—...—l——’_]
]; (x —x;) (x—xj)z (x — x5
n,
X 4 O ik X+ 05k,
+ > YIRTON oy TR0
j=mg+1 ((x—aj)2+bj2) ((x—aj)2+b].2)

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden missen:

Xjey jZ],...,Tl],e:],...,kj;
Yie, j=m 4+, E=1,000ky;
5jg, j:m+1,...,n2,€:1,...,kj.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,

die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel. Betrachten die rationale Funktion

1 —x
R(X) = ———
(x) x2(x2 +1)

e Ansatz:

X oy  Yix+ 9
R(x) = L2, HA27or

(x) x X2 x2 + 1

= 1-x = x(x*+1og + (x*+ 1oz +x*(y1x + 81)

e Ausmultiplizieren:

T—x= (1 +v1)x3+ (02 +61)x% + x1x + 2
e Koeffizientenvergleich:

X +v1 =0, a2+ =0, ¢ =—-1, o2 =1

e Partialbruchzerlegung:

Tt x=T
x x2 x241
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

Typ I: Polynome:
S S
k Ck  _k+1
ckx dx = ——X +C
[ eorax=3 5

Typ Il: Inverse Potenzen:

log(|x — xo|) + C furd =1

J dx B
(x—x0)¢ L 1 fir f = 2
11 (x—xo)€—1+c ur S T
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ Il

1
¢ J(XZ—I—UE dx urd € N

e Fir{ =1 gilt
1
I] = J m dx = arctan(x) + C

e Fir £ > 1 kann man I; wie folgt rekursiv berechnen.

1
I = 200 {(3 — 201 —

X

W fur€:2,3,
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Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x% + 1in

2x du 1 1
J(XZ—H)“ = JF_1—€'M—1 e

1 1

B
e Partielle Integration:
2
= e = e[ e
- x L
20— 02+ N1 20 —¢ T
Somit:
= {(3—2@)12_1—L] fr¢=23,.... m
201 —0) (x2 4 1)¢1 s
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV:
dx

J cx+d

Cc 2(x —a)
x—a)? 162" ZJ (( : dx—i—(d—l—ca)J

x —a)? + b?) ((x —a)?2 +b2)"

e Erstes Integral:

J 2(x—a) rdx = Jd_u mitu = (x — a)? + b2.
((x —a)? +b2)

log (I(x — @) + b%[) + C fur { = 1
= 1 1
=0 ((x—a)2+b2)

e Zweites Integral:

J dx 1 J dt P X—a
(x—a)? +b2)¢ b1 ) (2 1) ! b

5 tC furl=23,....
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Beispiel.
Betrachten erneut die rationale Funktion
1 —x
R = —-—
(x) xZ2(x2+1)
_ T 1 x—d
O x x2 0 x2 41
Somit bekommt man
dx dx 1 2x dx
R d = — | — 4 _ _
J (x) dx Jx+Jx2+2sz+1 Jx2+1
1 1
= —log(|x|]) — — + 5 log(x® + 1) — arctan(x) + C
X
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Substitution bei verwandten Integralen.

Sei R(x) eine rationale Funktion.

Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.

JR(eX) dx = J %t) dt

e Mitt = tan(x/2) bekommt man

e Setzet = e*in

1 —t2 _ 2t
cos(x) = 15t und sin(x) = 1t

und somit durch Substitution in

_ 1—t2 2t 2
JR(cosx,smx)dx:JR<]+t2,1+t2> ey dt
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