Kapitel 9: Integration

Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R stetig, p : [a, b] — R integrierbar und p(x) > O fiir
a < x < b. Dann existiert ein & € [a, b] mit

Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > O folgt:
min(fla, b]) - p(x) < f(x)p(x) < max(fla, bl) - p(x).

Integration Uber [a, b] liefert:

b
f(x)p(x) dx < max(f[a,b]) - J p(x) dx.

a

b b

min(f[a, b]) - J p(x)dx < J

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fir stetige Funktionen.
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Kapitel 9: Integration

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fir den Spezialfall p = 1 gibt es ein &, € [a, b] mit

Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) —F(a) =F(&)(b—a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), sofolgtder M t t el wert sat z der
Di fferential rechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F(&) = ) fir ein & € [a, b].
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Kapitel 9: Integration

Der Satz von Taylor. Man erhalt die Taylor-Entwicklung einer Funktion f & cntl
um Xo durch n-fache partielle Integration:

X X

f'(t) dt = J (x —t)°f(t) dt

X0

Fx) — f(xo) = j

X0
X
7

= (x—xo)f’(xo)JrJ (x —t)'f (1) dt

X0
7

2f (xo) | ] Jx (x — )2 (1) dt

= (x—x0)f'(x0) + (x —x0)

2 2 )\,
— f(¥) 1

_ Zﬂ(x—xo)u— (x — )™ (¢) dt.
— K n! Jy,

Daraus bekommt man die Lagrange-Restgliedformel aus Mittelwertsatz:

1 J (x—t) (D (1) dt = 1

— - (n+1) o n+1 .
nl . RN f (&)(x—x0) fir ein & € [xo, x].
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Kapitel 9: Integration

9.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integrationr at 1 onal er Funkti onen

R(x) = A% wobei Pp(x) = Z ax®, q(x) = Z b xk.
k=0 k=0

Methode: Parti al bruch- Zer | egung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
RO = pib) Y. [ L I R ]
= 1 ..
= (x—%;)  (x—%4)? (x —x4)"
N i Vitxt&1 L VX F O
i
j=m1+1 ((x—aj)2+bj2) ((x—a]-)z—l—bj2> ]
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Kapitel 9: Integration

Erlauterungen.

e Ohne Einschrankung: p(x) und g(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen.

e Das Polynom p1 (x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).
In diesem Fall berechnet man p1(x) mit Pol ynondi vi si on, und es gilt

p2(x)
q(x)

mit deg(p2) < deg(q).

=R(x)—pi1(x) &=  pkx)=pi(x)-qx)+p2(x),

e Das Nennerpolynom d(x) besitze
e die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit kj;

e die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k;
und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.
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Kapitel 9: Integration

Ansatz der Partialbruch-Zerlegung.

R(x) = ) + Z

]—4

£y

j=n1 +1

Unbekannte Par anet er , die bestimmt werden miissen:

Xy
Yity
5j€>

[ (X;] aﬁz
X — X;) (x—xj)

Yi1X + 051

((x— a;)? erjz)1

j ZZ],...,TI1, ZZ],...

j=m1+1,...n,0=1,...

fkj;
j=m1+1,...,nx, 0=1,...

Diese Parameter werden durch Koef f 1 zi ent enver gl el ch berechnet,

die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Kapitel 9: Integration

Beispiel. Betrachten die rationale Funktion

1 —x
R(x) —
(x) x2(x2 + 1)
® Ansatz:
S . T A b o )
Rix) = x+x2 x2 41
= 1—x = x(x*+ 1oy + x4+ Doz + x*(y1x+ 81)

e Ausmultiplizieren:

T—x= (1 +y1)x> + (a2 + 81)x% + ot1x + o2
e Koeffizientenvergleich:

x1+v1 =0, oto+01 =0, o =—1, op =1

e Partialbruchzerlegung:

1+ ] N X — 1
x  x2  x2+1




Kapitel 9: Integration

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

Typ I: Polynome:
S S C
k kK k+1
E Ckx dx = E = x4 C
J ¢ K+ 1
k=0 k=0
Typ Il: Inverse Potenzen:

’

q log(|x — xo|) + C fur{ = 1
X
= 9
J(X_XO)E . 1 C furl=23
LT (x—xg)C + ur N I
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Kapitel 9: Integration

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ I

1 )
IE;ZJ(XZ—F])‘Z dx furd € N

o Fur{ = 1 gilt

]
I, = J N dx = arctan(x) + C

e Fir { > 1 kann man I; wie folgt rekursiv berechnen.

]
201 — ()

X
G2+ 1)

Iy = [(3—2@1({1 — furd =2,3,....
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Kapitel 9: Integration

Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x% + 1in

2 1 1
J X dx:Jdu: . e

(x2 4+ 1)¢ ut 1 —0 ut-
1 1
- 1—€.(x2+1)€_1+c
e Partielle Integration:
1 xZ + 1 X 2x
¢ J(XZH)H dx J(XZH)B dx Jz 2y e
— X L
T 20—+ 20— T
Somit:
I ' a0 X fard = 2,3 m
— — 1 — re =

IS ) L PR BT - >
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Kapitel 9: Integration

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ V.

N o

J(( cx +d dx —

2(x —a)
x—a)2+b2)€ J (( ; dx+(d—|—ca)J

x —a)? + b?)

e Erstes Integral:

J((Xf(;;i)bz)ﬂ dx = J'%L mitu = (x — a)® + b?.
" log (I(x— )2 +b2)) + C fiir = 1
L1 | ((x — a)? + b2)

e Zweites Integral:

J’ dx 1 J dt P X—a
— | — .
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Kapitel 9: Integration

Beispiel.
Betrachten erneut die rationale Funktion
1 —x
R —
() x2(x2 +1)

_ 11 x—d

- x  x2  x2+1
Somit bekommt man

dx dx 1 2x dx
R d = — | — — _
J (x) dx Jx+Jx2+ZJXZ+1 Jx2+1
1 1
= —log(|x|]) — - + > log(x? + 1) — arctan(x) + C

96



Kapitel 9: Integration

Substitution bei verwandten Integralen.

Sei R(x) eine rationale Funktion.

Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.

JR(eX) dx = J @ dt

e Mitt = tan(x/2) bekommt man

e Setzet = e¥in

1 —t? | 2t
Ty und sin(x) = Ty

und somit durch Substitution in

| 11—t 2t 2
JR(cosx,smx) dXZJR(] PRl —|—t2> S, dt

cos(x) =
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