Kapitel 9: Integration

9.3 Der Hauptsatz und Anwendungen

Definition: Seien Funktionen F, f : [a, b] — R Funktionen mit F/(x) = f(x), a < x < b.

Dann heiRt F(x) Stammfunkt ion von f(x).

Bemerkung:

e Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind alle Funktionen der Form

F(x) =F(x) +c
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).
e Sind F1(x) und F>(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion

F1(x) —Fa(x)

konstant.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x).

(b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt
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Beweis von (a): Wir zeigen, dass F'(x) = f(x) gilt.

Sei h # 0 so, dass x, x + h € [a, b]. Dann gilt

.
mix +h) —F(x)) — f(x)
x+h rx x+h
_ w% fle)de— | f(1) e |$ f(x) dt
1 rXx+h
— ﬂfx (f(t) — f(x)) dt

< sup{|f(t) —f(x)] : t—x] <hundt € [a,b]}

— 0 furh — 0,

mit der (gleichmaRigen) Stetigkeit von f auf [a, b].
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Beweis von (b): Mit Teil (a) gilt

rb
F(b) = f(t)dt+ C
Fla) = f(t)dt+C=0+C=C

und somit
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Bemerkungen.

e Teil (a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen f(x). An den

Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur einseitig differenzierbar mit

F(x )= lim f(x) und F(x7)= Ilim f(x).

X—X x—xt

e Eine Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man das unbestimmte

Integral von f(x) und man schreibt
F= %23 dx

Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele. wir bezeichnen mit C stets die Tntegrationskonstante.

n o 1 n+1 ..
%x dx = =+~x +C firm # —1
%W&X = log|x|]+ C fir x # 0
%mm:ﬁxu dx = —cos(x)+C
%oomﬁxu dx = sin(x)+C
Tm:?& dx = —log|cos(x)|+ C fir cos(x) # 0
%oong dx = log|sin(x)|+ C fur sin(x) # 0
1 2k + 1
_,|mx = tan(x)+ C aﬂx«mEB_ﬁme
cos?(x) 2
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Weitere Beispiele.

]
% s—dx = —cot(x) +C  firx # kmmitk € Z
sin“(x)
[ 1
—————dx = arcsin(x)+ C fur [x| < 1
Jvie ) a
= _ooAx _+xNv+O
= _om;xn_. xN|;+O fur [x| > 1
1
% dx = arctanx+ C
T+ x?
1 1 14+x
= = f .
ﬁdlmex Nom_lx + C ur x| # 1
1
%mpxmx = mmpx+ﬁ fur a #£ 0.
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Noch mehr Beispiele.
1
%cxmx = b*+ C firb > 0,b #£ 1.
log(b)
Too?& dx = x(log(x)—1)+C furx > 0.
X
logy, (x = 09(0) (log(x) — 1)+ C furb > 0,x > 0.
sinh(x — cosh(x) + C
= sinh(x) + C

tanh(x log(cosh(x)) + C

coth(x log(] sinh(x)|) + C

%
Jom
?mz ) dx
i
Jeso
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Wichtige Integrationsregein.
Satz (Linearitat): Sind f, g : [a, b] — R stiickweise stetig, so gilt
Toa:xu + Bg(x))dx = o;:i dx + 3 % g(x) dx
fur alle , 3 € R. |

Satz (Partielle Integration): Sindu,Vv: [a,b] — R stetig differenzierbar, so
gilt
Thx?gi dx = u(x)v(x) — %:gxuixv dx

fur unbestimmte Integrale, womit fiir bestimmte Integrale folgt

Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation: (1 - v)’ = u/v + uv'. |
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h : [a, b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig mit
Stammfunktion F(x), so gilt

T?:::\E dt = F(h(t)).

FUr bestimmte Integrale erhalt man somit

b h(b)
% f(h(t))h'(t) dt = F(h(b)) — F(h(a)) = % f(x) dx.

a

Beweis: folgt direkt aus Kettenregel der Differentiation:

d

3 F(h(W)) = f(h(1) - W' (1)
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Beispiele.
e Linearitat:
?va% +12x2 = 2x+3)dx = 7x* +4x3> —x? +3x+ C
e Partielle Integration:
Tamx mxHmel%mx dx=(x—1)e*+C
e Partielle Integration:

Tom?& dx = %_ -log(x) dx

1

= x._ooﬁxvl%x.wmx

= x(log(x)—1)+C
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.

%m_:N (x)dx = %m_ixv - sin(x) dx
= sin(x)(—cos(x)) + Tommﬁxu dx

= —sin(x)cos(x) + %: — sin”(x)) dx

— N%m_smﬁxfﬁx = —sin(x)cos(x) +x+ C

(x — sin(x) cos(x)) + C

N —

— .T_:NCQ dx =
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Ein Beispiel zur Substitutionsregel.

Substituiere x = h(t) = a cos(t) in

a 0
% 1 —(x/a)? dx = l— 1 —cos?(t)(—asin(t)) dt,

7T

denn
dx = —asin(t)dt h(0)=a und h(m)=—a.

Somit gilt

a 0
% /1 —(x/a)2dx = % 1 —cos2(t) (—asin(t)) dt

0 2
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Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel.
Substituiere x = h(t) = t?, d.h. t = /X furx > O'in
%m/\maxﬂﬁmﬁwﬁ&

denn es gilt

Daraus folgt

%m/\mmx — %mﬁwﬁ&
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Bemerkung.

e Nicht jedes Integral l&sst sich explizit “l6sen”, d.h.
e nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

e manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von

elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:
* sin(t
Si(x) = %mﬁ (Integralsinus)
0
2 [ _.2
|ﬁ '
erf(x) = — | e " dt (Fehlerfunktion)
VT Jo
X
E(x,k) = (1 —K? m_smﬁuww dt (Elliptische Integrale)

o
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