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9
Integration

9.1
D

as
bestim

m
te

Integral

S
eif

:
[a
,b

]→
R

eine
beschränkte

Funktion
aufeinem

Kom
paktum

[a
,b

]
⊂

R
.

D
efinition:E

ine
M

enge
derForm

Z
=

{a
=

x
0
<

x
1
<

···
<

x
n
=

b
}

nenntm
an

eine
Z
e
r
l
e
g
u
n
g

(Partition,U
nterteilung)des

Intervalls
[a
,b

].

D
ie
F
e
i
n
h
e
i
t

derZerlegung
Z

istdabeidefiniertdurch

‖
Z
‖
=

m
ax

1
≤
i
≤
n
(x

i
−
x
i
−
1
)

M
an

bezeichnetm
itZ

bzw
.Z
[a
,b

]die
M

enge
allerZerlegungen

von
[a
,b

].
�
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R
iem

annsche
Sum

m
en.

D
efinition:Jede

S
um

m
e

derForm

R
f (Z

)
:=

n
−
1

∑i
=
0

f(ξ
i )(x

i
+
1
−
x
i )

für
x
i
≤

ξ
i
≤

x
i
+
1

nenntm
an

eine
R
i
e
m
a
n
n
s
c
h
e
S
u
m
m
e

derZerlegung
Z

,

U
f (Z

)
:=

n
−
1

∑i
=
0

inff([x
i ,x

i
+
1
])
(x

i
+
1
−
x
i )

nenntm
an

die
U
n
t
e
r
s
u
m
m
e

von
f(x

)
zurZerlegung

Z
,

O
f (Z

)
:=

n
−
1

∑i
=
0

sup
f([x

i ,x
i
+
1
])
(x

i
+
1
−
x
i )

nenntm
an

die
O
b
e
r
s
u
m
m
e

von
f(x

)
zurZerlegung

Z
.

�
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Eigenschaften
von

R
iem

annschen
Sum

m
en.

B
eobachtung:Aus

den
D

efinitionen
folgtdirekt:

•
Füreine

feste
Zerlegung

Z
giltstets

U
f (Z

)
≤

R
f (Z

)
≤

O
f (Z

)

•
IstZ

1
eine

feinere
Zerlegung

als
Z
2 ,d.h.Z

2
⊂

Z
1 ,dann

gilt

U
f (Z

2
)
≤

U
f (Z

1
)

und
O

f (Z
1
)
≤

O
f (Z

2
)

•
Fürzw

eibeliebige
Zerlegungen

Z
1

und
Z
2

giltdaherstets

U
f (Z

1
)
≤

O
f (Z

2
)

und

U
f (Z

2
)
≤

O
f (Z

1
)

�
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D
as

R
iem

annsche
Integral.

B
eobachtung:E

s
existieren

die
G

renzw
erte

(überim
m

erfeinere
Zerlegungen):

∫
ba

f(x
)
d
x

:=
sup{U

f (Z
)
:
Z
∈

Z
[a
,b

]}
(U
n
t
e
r
i
n
t
e
g
r
a
l

)

∫
ba

f(x
)
d
x

:=
inf{O

f (Z
)
:
Z
∈

Z
[a
,b

]}
(O
b
e
r
i
n
t
e
g
r
a
l

)

D
efinition:E

ine
Funktion

f(x
)

heißt(
R
i
e
m
a
n
n
-
)
i
n
t
e
g
r
i
e
r
b
a
r

über
[a
,b

],falls

U
nter-und

O
berintegralübereinstim

m
en,d.h.

∫
ba

f(x
)
d
x
:= ∫

ba

f(x
)
d
x
= ∫

ba

f(x
)
d
x
.

In
diesem

Fallheißt
∫
ba

f(x
)
d
x

das
(
R
i
e
m
a
n
n
-
)
I
n
t
e
g
r
a
l

von
f(x

)
über

[a
,b

].
�
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B
eispiele.

D
ie

konstante
Funktion

f(x
)
≡

c
istintegrierbar,denn

U
f (Z

)
=

O
f (Z

)
=

n
−
1

∑i
=
0

c
(x

i
+
1
−
x
i )

=
c
(b

−
a
)

und
som

it
∫
ba

f(x
)
d
x
=

c
(b

−
a
).

•
Für

f(x
)
=

x,0
≤

x
≤

1,und
Z
n
:=

{0
,
1n
,
2n
,...,1

}
gilt

U
f (Z

n
)

=

n
−
1

∑i
=
0

in (
i
+
1

n
−

in )
=

12
−

12
n

O
f (Z

n
)

=

n
−
1

∑i
=
0

i
+
1

n

(
i
+
1

n
−

in )
=

12
+

12
n

som
it

∫
10

f(x
)
d
x
=

12
.

58

K
apitel9:Integration

9
IN

TE
G

R
ATIO

N

W
eitere

B
eispiele.

•
B

etrachte

f(x
)
= ⎧⎨⎩

0
:

x
∈
[0
,1
]∩

Q

1
:

x
∈
[0
,1
]
\
Q

D
ann

giltfürjede
Zerlegung:U

f (Z
)
=

0,aber
O

f (Z
)
=

1.

S
om

itistdie
Funktion

f
nichtintegrierbar.

•
B

etrachte

f(x
)
= ⎧⎨⎩

0
:

x
�=

c

1
:

x
=

c

für
a
≤

c
≤

b
.D

ann
istdie

Funktion
f

integrierbarm
it

∫
ba

f(x
)
d
x
=

0
,

denn
es

gilt

U
f (Z

)
=

0
und

0
<

O
f (Z

)
≤

2‖
Z
‖
.
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Satz:S
eien

f(x
)

und
g
(x
)

integrierbarauf[a
,b

].D
ann

gilt:

(a)
Für

a
≤

c
≤

b
istf

auf[a
,b

]integrierbar,genau
dann

w
enn

f
auf[a

,c
]und

auf[c
,b

]

integrierbarist,und
es

gilt
∫
ba

f(x
)
d
x
= ∫

ca

f(x
)
d
x
+ ∫

bc

f(x
)
d
x
.

(b)
L
i
n
e
a
r
i
t
ä
t

:M
itf

und
g

istauch
α
f(x

)
+
β
g
(x
)

für
α
,β

∈
R

,integrierbar:
∫
ba (

α
f(x

)
+
β
g
(x
) )

d
x
=

α ∫
ba

f(x
)
d
x
+
β ∫

ba

g
(x
)
d
x
.

(c)
P
o
s
i
t
i
v
i
t
ä
t

:Falls
f(x

)
≥

0
füralle

x
∈
[a
,b

],so
gilt

∫
ba

f(x
)
d
x
≥

0
.

(d)
M
o
n
o
t
o
n
i
e

:Falls
f(x

)
≤

g
(x
)

füralle
x
∈
[a
,b

],so
gilt

∫
ba

f(x
)
d
x
≤ ∫

ba

g
(x
)
d
x
.
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Standardabschätzungen.

Satz:S
eif

integrierbarüber
[a
,b

].D
ann

gelten
die

A
bschätzungen

(b
−
a
)
·inf(f[a

,b
])
≤ ∫

ba

f(x
)
d
x

≤
(b

−
a
)
·sup(f[a

,b
]).

und
w

eiterhin
∣∣∣∣∣ ∫

ba

f(x
)
d
x

∣∣∣∣∣
≤

(b
−
a
)
· sup

{|f(x
)|

:
a
≤

x
≤

b
}

Falls
|f(x

)|integrierbarist,so
gilt

∣∣∣∣∣ ∫
ba

f(x
)
d
x

∣∣∣∣∣
≤ ∫

ba

|f(x
)|d

x
.
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B
ew

eis:Fürdie
Zerlegung

Z
=

{a
,b

}
von

[a
,b

]folgtsofort

inf(f[a
,b

])
·
(b

−
a
)
=

U
f (Z

)
≤ ∫

ba

f(x
)
d
x
≤

O
f (Z

)
=

sup(f[a
,b

])
·
(b

−
a
)

W
eiterhin

folgtw
egen

±
f(x

)
≤

|f(x
)|,füralle

x
∈
[a
,b

],die
U

ngleichung
∣∣∣∣∣ ∫

ba

f(x
)
d
x ∣∣∣∣∣

≤ ∫
ba

|f(x
)|d

x
≤

O
|f
| (Z

)
=

sup{|f(x
)|:a

≤
x
≤

b
}
·
(b

−
a
).

B
em

erkung:D
ie

obige
A

bschätzung

inf(f[a
,b

])
·
(b

−
a
)
≤ ∫

ba

f(x
)
d
x

liefertinsbesondere
die

Positivitätdes
Integrals.

�
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W
eitere

B
em

erkungen.
•

D
ie

Aussage
∫
ba

f(x
)
d
x
= ∫

ca

f(x
)
d
x
+ ∫

bc

f(x
)
d
x
.

giltfürbeliebige
A

nordnungen
von

a
,b

,c.

W
irdefinieren

daher
∫
ba

f(x
)
d
x
=

− ∫
ab

f(x
)
d
x

sow
ie

∫
aa

f(x
)
d
x
=

0

•
Istf(x

)
integrierbar,so

gilt

R
f (Z

m
)→ ∫

ba

f(x
)
d
x

für
m→∞

füralle
Zerlegungsfolgen

{Z
m
}m

⊂
Z
[a
,b

]m
it‖

Z
m
‖→

0
für

m→∞
.

�
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9.2
K

riterien
fürIntegrierbarkeit

Satz:(R
i
e
m
a
n
n
s
c
h
e
s
K
r
i
t
e
r
i
u
m

)

S
eif

:
[a
,b

]→
R

eine
beschränkte

Funktion.D
ann

sind
äquivalent:

(a)
f(x

)
istintegrierbarüber

[a
,b

].

(b)
Füralle

ε
>

0
gibtes

eine
Zerlegung

Z
∈

Z
[a
,b

]m
itO

f (Z
)
−
U

f (Z
)
<

ε.

B
ew

eis:Für
ε
>

0
gibtes

eine
Zerlegung

Z
∈

Z
[a
,b

]m
it

0
≤

O
f (Z

)
− ∫

ba

f(x
)
d
x
<

ε
/
2
,

0
≤ ∫

ba

f(x
)
d
x
−
U

f (Z
)
<

ε
/
2
.

(a
)⇒

(b
):Folgtaus

derA
ddition

derbeiden
U

ngleichungen.

(b
)⇒

(a
):D

ie
Integrierbarkeitvon

f
folgtdirektaus

(b)m
it

0
≤ ∫

ba

f(x
)
d
x
− ∫

ba

f(x
)
d
x
≤

O
f (Z

)
−
U

f (Z
)
<

ε
.
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M
onotone

Funktionen
sind

integrierbar.

Satz:E
ine

beschränkte
m

onotone
Funktion

f
:
[a
,b

]→
R

istintegrierbar.

B
ew

eis:Füreine
uniform

e
Zerlegung

Z
∈

Z
[a
,b

]m
it

x
j
=

a
+

jn
(b

−
a
),

0
≤

j
≤

n
,

und
für

f
m

onoton
w

achsend
gilt

O
f (Z

)
−
U

f (Z
)

=

n
−
1

∑j
=
0

(f(x
j
+
1
)
−
f(x

j ))(x
j
+
1
−
x
j )

=
b
−
a

n

n
−
1

∑j
=
0

(f(x
j
+
1
)
−
f(x

j ))
=

b
−
a

n
(f(b

)
−
f(a

))
<

ε

fürhinreichend
großes

n
.N

ach
dem

R
iem

annschen
K

riterium
istf

integrierbar.

A
nalog

zeigtm
an

die
Integrierbarkeitfür

f
m

onoton
fallend.
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Stetige
Funktionen

sind
integrierbar.

Satz:E
ine

stetige
Funktion

f
:
[a
,b

]→
R

istintegrierbar.

B
ew

eis:
f

istsogargleichm
äßig

stetig
aufdem

Kom
paktum

[a
,b

].D
ahergibtes

zu
jedem

ε
>

0
ein

δ
>

0
m

it

|x
−
y
|
<

δ
=⇒

|f(x
)
−
f(y

)|
<

ε

b
−
a
.

Füreine
Zerlegung

Z
∈

Z
[a
,b

]m
itFeinheit‖

Z
‖
<

δ
giltdann

O
f (Z

)
−
U

f (Z
)

=

n
−
1

∑j
=
0

(sup
f[x

j ,x
j
+
1
]
−

inff[x
j ,x

j
+
1
])
·
(x

j
+
1
−
x
j )

≤
n
−
1

∑j
=
0

ε

b
−
a
·
(x

j
+
1
−
x
j )

=
ε
.

S
om

itistf
nach

dem
R

iem
annschen

K
riterium

integrierbar.
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Satz:S
eien

f,g
:
[a
,b

]→
R

integrierbare
beschränkte

Funktionen.D
ann

gilt:

(a)
D

as
P

roduktf(x
)
·
g
(x
)

istintegrierbarüber
[a
,b

].

(b)
G

iltg
(x
)
≥

C
>

0,so
istderQ

uotientf(x
)/g

(x
)

integrierbarüber
[a
,b

].

B
ew

eis:(a):Füreine
feste

Zerlegung
Z
=

{x
j } nj

=
0
∈

Z
[a
,b

]gilt

s
j

:=
sup(f

·
g
)[x

j ,x
j
+
1
]
−

inf(f
·
g
)[x

j ,x
j
+
1
]

=
sup
x
,y
(f(x

)g
(x
)
−
f(y

)g
(y
))

=
sup
x
,y
(f(x

)g
(x
)
−
f(x

)g
(y
)
+
f(x

)g
(y
)
−
f(y

)g
(y
))

≤
‖
f‖

∞
sup
x
,y
(g
(x
)
−
g
(y
))
+
‖
g
‖
∞

sup
x
,y
(f(x

)
−
f(y

))

und
som

it

O
f
·g
−
U

f
·g

≤
‖
f‖

∞
(O

g
−
U

g
)
+
‖
g
‖
∞
(O

f
−
U

f ),

w
om

itdie
Integrierbarkeitvon

f
·
g

m
itdem

R
iem

annschen
K

riterium
folgt.
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B
ew

eis
von

(b):Füreine
feste

Zerlegung
Z
=

{x
j } nj

=
0
∈

Z
[a
,b

]gilt

s
j

:=
sup (

1g )
[x

j ,x
j
+
1
]
−

inf (
1g )

[x
j ,x

j
+
1
]

=
sup
x
,y (

1

g
(x
)
−

1

g
(y
) )

=
sup
x
,y

g
(y
)
−
g
(x
)

g
(x
)
·
g
(y
)

≤
1C
2
·sup
x
,y
(g
(y
)
−
g
(x
))

und
som

it

O
1
/
g
−
U

1
/
g
≤

1C
2
·
(O

g
−
U

g
),

w
om

itdie
Integrierbarkeitvon

1
/g

m
itdem

R
iem

annschen
K

riterium
folgt.Insgesam

tfolgt

m
it(a)die

Integrierbarkeitvon
f/g

.
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Spezialfälle
integrierbarerFunktionen.

Satz:S
eif

integrierbarüber
[a
,b

].D
ann

sind
folgende

Funktionen
integrierbar.

|f|(x
)

:=
|f(x

)|

f
+
(x
)

:=

⎧⎨⎩
f(x

)
für

f(x
)
≥

0
,

0
für

f(x
)
<

0
.

f
−
(x
)

:=

⎧⎨⎩
0

für
f(x

)
≥

0
,

−
f(x

)
für

f(x
)
<

0
.

B
ew

eis:Aus

sup
x
,y
(|f(x

)|−
|f(y

)|)
≤

sup
x
,y
(f(x

)
−
f(y

))

folgtdie
IntegrierbarkeitderFunktion

|f|.D
ie

Integrierbarkeitvon
f
+

und
f
−

folgtaus
den

R
elationen

f
+
=

(|f|+
f)/

2
und

f
−
=

(|f|−
f)/

2.
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