Kapitel 9: Integration 9 INTEGRATION

9 Integration

9.1 Das bestimmte Integral
Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion auf einem Kompaktum [a, b] C R.
Definition: Eine Menge der Form

Z={a=xp<x1<--<Xp=D0}

nennt man eine Zerlegung  (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].

Die Feinheit  der Zerlegung Z ist dabei definiert durch

HZH — Mmax (Xi —Xi_1)
1<i<n
Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen von [a, b]. []
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Riemannsche Summen.

Definition: Jede Summe der Form
n—I1
Re(Z) == Z f(E) (xip1 —xi)  forxg < & < xqq1
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—I

Ue(Z) == Z inf f([xi,Xi+1]) (Xip1 —%4)
i—0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

n—I
0¢(Z) =Y supf(lxi,xi1]) (xiv1 —x1)
i=0
nennt man die Obersumme von f(x) zur Zerlegung Z. ]
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Eigenschaften von Riemannschen Summen.
Beobachtung: Aus den Definitionen folgt direkt:
e Fr eine feste Zerlegung Z gilt stets
Ur(Z) < R¢(Z) < 0¢(Z)
e Ist Z eine feinere Zerlegung als Z>, d.h. Z> C Z4, dann gilt
Ur(Z2) < Ug(Z7) und O¢(Z7) < O¢(42)
e Fir zwei beliebige Zerlegungen Z1 und Z gilt daher stets
Ur(Z1) < O¢(Z2)
und
Ur(Z2) < O0¢(Z4)
[]
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Das Riemannsche Integral.

Beobachtung: Es existieren die Grenzwerte (Uber immer feinere Zerlegungen):

b
f(x)dx := sup{Uf(Z) : Z € z[a,b]} (Unterintegral )
Upg
f(x)dx := inf{O¢(Z) : Z € zla,b]}  (Oberintegral )
Definition: Eine Funktion f(x) heit (Riemann-)integrierbar tiber [a, b}, falls

Unter- und Oberintegral Gibereinstimmen, d.h.

Jb f(x) dx := Jb f(x)dx = Jh f(x) dx.

a —_

In diesem Fall heif3t

das (Riemann-)Integral von f(x) uber [a, b]. ]
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Beispiele. Die konstante Funktion f(x) = c ist integrierbar, denn

n—1

Ue(Z) =0¢(2) = ) clxip1 —xi) =c(b—a)

und somit

o Furf(x) =x,0 <x <1,und Z,, :={0, 1, £ ... 1}gilt
n—1 .
i /1+1 1 ] 1
Uf(Z,) = — o) =
1(Zn) lOn(n n) 2 2n
n—I1
1 [i+1 ] ]
0i(zn) = ¥ & C* —l)=—+—-
— n n n 2 2n
somit
1 1
f = —.
Jo (x) dx >
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Weitere Beispiele.

e Betrachte

0 : xel[0,1]NQ
1T @ xel[0,1]\Q
Dann gilt fur jede Zerlegung: U¢(Z) = 0, aber O¢(Z) = 1.

f(x) =

Somit ist die Funktion f nicht integrierbar.

e Betrachte
0 : xX#c

1 : x=¢c¢

f(x) =

fur a < ¢ < b. Dann ist die Funktion f integrierbar mit

denn es gilt

Ue(Z)=0 und 0< O¢(2)<2|Z]|.
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Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:

(a) Fir a < ¢ < bist f auf [a, b] integrierbar, genau dann wenn f auf [a, c] und auf [c, b]
integrierbar ist, und es gilt

Jb f(x)dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx.

a a C

(b) Linearit  at : Mit f und g ist auch af(x) + Bg(x) fur &, 3 € R, integrierbar:

Jb (ocf(x) - Bg(x)) dx = ocJ

a

b b

f(x) dx + [SJ g(x) dx.

a a

(c) Positivit at : Falls f(x) > Ofur alle x € [a, b], so gilt
b
J f(x) dx > 0.
(d) Monotonie :Falls f(x) < g(x) fir alle x € [a, b}, so gilt
J x) dx < J g(x) dx.
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Standardabsch atzungen.

Satz: Sei f integrierbar tber [a, b]. Dann gelten die Abschatzungen

b

(b —a) -inf(fla,b]) < J f(x)dx < (b—a)-sup(fla,b]).

a

und weiterhin
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Beweis: Fiir die Zerlegung Z = {a, b} von [a, b] folgt sofort

b
inf(fla, bl) - (b —a) =U¢(Z) < J f(x) dx < O¢(Z) = sup(fla,b]) - (b —a)

a

Weiterhin folgt wegen £f(x) < [f(x)], fur alle x € [a, b], die Ungleichung

b b
|| 001 ax| < | i)l dx < 04(2) = supllf(x)]:a < x < b} (b~ al,
a a
H
Bemerkung: Die obige Abschatzung
b
inf(fla,b]) - (b—a) < J f(x) dx
a
liefert insbesondere die Positivitat des Integrals. []
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Weitere Bemerkungen.

e Die Aussage

Jb f(x)dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx.

a a C

gilt fir beliebige Anordnungen von a, b, c.

Wir definieren daher

sowie

e Ist f(x) integrierbar, so gilt
R¢(Zm) — J f(x) dx fuirm — oo

a

fiir alle Zerlegungsfolgen {Zm }mm C Zla, b] mit ||Zn || — O fir m — oo. H
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9.2 Kiriterien fur Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium )

Sei f : [a, b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind aquivalent:
(a) f(x) ist integrierbar tiber [a, b].
(b) Fur alle ¢ > O gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, bl mit O¢(Z) — U¢(Z) < €.

Beweis: Fir ¢ > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit
b

0 < 0Of(Z) —J f(x) dx < €/2,

a

b
0< J_ f(x)dx —Ue(Z) < /2.

a

(a) = (b): Folgt aus der Addition der beiden Ungleichungen.
(b) = (a): Die Integrierbarkeit von f folgt direkt aus (b) mit

b b
O§J f(x) dx—J f(x)dx < O¢(Z) — Us(Z) < &. |

a a
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Monotone Funktionen sind integrierbar.
Satz: Eine beschrankte monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Beweis: Fir eine uniforme Zerlegung Z € Z[a, b] mit

(b—(l), OS]STL,

xj:a+l
n

und fir f monoton wachsend gilt

n—1
OlZ) ~Ur(Z) = 3 (Flxje1) — Flxy)) (41 — )
j=0
n—I1
- ¢ 3 (fsy1) = f05) = 8 (#b) — f(a) < ¢

fur hinreichend groRes n.. Nach dem Riemannschen Kriterium ist f integrierbar.

Analog zeigt man die Integrierbarkeit fir f monoton fallend. N
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Stetige Funktionen sind integrierbar.
Satz: Eine stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Beweis: f ist sogar gleichmaRig stetig auf dem Kompaktum [a, b]. Daher gibt es zu jedem
e > 0eind > 0 mit

£
b—a’

x—yl<d = If(x)—~f(y)l <

Fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit Feinheit || Z|| < 0 gilt dann

7

0¢(Z) ~Ug(Z) =

™

(supf[xj,xj+1] — inff[xj,xj+1]) ' (Xj_|_1 —X)‘)

j=0
n—1
€
< b_a'(Xj+1—Xj):€-
j=0
Somit ist f nach dem Riemannschen Kriterium integrierbar. H
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Satz: Seien f, g : [a, b] — R integrierbare beschrankte Funktionen. Dann gilt:

(a) Das Produkt f(x) - g(x) ist integrierbar tiber [a, b].

(b) Gilt g(x) > C > 0, soist der Quotient f(x)/g(x) integrierbar tiber [a, b].

Beweis: (a): Fur eine feste Zerlegung Z = {X; }JT‘:O € Z[a, b] gilt

si = sup(f-g)lxj,xj41] —inf(f- g)lx;, x;j41]
— ius(f(X)g(X) —T(y)g(y))
- inp(f(X)g(X) — f(ix)g(y) + f(x)gly) — f(y)gly))
< HfHooiuUp(g(X) —g(y)) + IIQIIwiuUp(f(X) —f(y))

und somit

Of.g — U.f.g < HfHoo(Og — ug) T ||9||oo(of o uf)’

womit die Integrierbarkeit von f - g mit dem Riemannschen Kriterium folgt.
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Beweis von (b): Fur eine feste Zerlegung Z = {X; }JT‘:O € Z[a, b] gilt

1 A
S = sup a [Xj,xj+1]—|nf a [Xj,Xj.,.]]

IA
n
C

©

(@)

«

|

«Q

Xa)

N

und somit

1
O1/g_u1/g S @ ’ (Og_ug))

womit die Integrierbarkeit von 1/9 mit dem Riemannschen Kriterium folgt. Insgesamt folgt

mit (a) die Integrierbarkeit von f/g.
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Spezialf alle integrierbarer Funktionen.

Satz: Sei f integrierbar Uber [a, b]. Dann sind folgende Funktionen integrierbar.

fl(x) = [f(x)|
i) — f(x) fur f(x) >0,
0 fur f(x) < 0.
B 0 fur f(x) > 0,
f~(x) =

—f(x) fur f(x) < O.

Beweis: Aus

iu§(|f(><)| —[fly))) < ius(f(X) —f(y))

folgt die Integrierbarkeit der Funktion |f|. Die Integrierbarkeit von f* und f~ folgt aus den
Relationen f* = (|f| + f)/2und f— = (|f| — ) /2. |
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