Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

8.3 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion ist fiir z € C definiert durch
= 1]
. bk
exp(z) := Z k!Z ,
k=0

hat Konvergenzradius T = 00, und daher ist exp(z) fir alle z € C stetig.

Fur reelle Argumente ist exp : R — R unendlich oft differenzierbar mit

= eplx) = o), ewl(0) = 1.

Anfangswertproblem flr gew oOhnliche Differentialgleichung.
Suche zu a € R eine Funktion y(x) mit

y'(x)=a-yx), ylxo) =yo
Die (eindeutige) Losung dieses Anfangswertproblems ist gegeben durch
y(x) =yo-expla- (x —xp)). [
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Eigenschaften der Exponentialfunktion.

Funktionalgleichung: Es gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fur alle z, w € C.

Folgerung: Fur die Exponentialfunktion gilt:
(a) exp(z) #£ O firalle z € C;

(b) exp(—z) = 1/ exp(z) firalle z € C;
(c) exp(x) > Ofuralle x € R;

(d) Asymptotisches Verhalten flir x — 4-00:

lim exp(x) =00, und lim exp(x) =0
X—+400 X——00

Beweis: (a),(b): Mit Funktionalgleichung gilt exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1.
(c): exp(x) ist stetig, hat keine Nullstelle, und es gilt exp(0) = 1.

(d): Furx > O giltexp(x) > 14+ x — 00, X — 00.

Mit exp(x) - exp(—x) = 1 folgt daraus limy_,., exp(—x) = 0.
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion.

Satz: Fur die Exponentialfunktion gilt weiterhin:

(€)

XTL

=0 furallen € N.

[im
X—00 exp(x)

() exp : R — R ist streng monoton wachsend mit exp(IR) = (0, co).

(9) Furdie Eulersche Zahl e :=exp(1) gilt:

%) 1 | 1 n

k=0

e = 2.7182818284590452353 60287 ...

Die Eulersche Zahl e ist eine Irrationale Zahl

(h) Esgiltexp(q - x) = (exp(x))9 firalle @ € Qundx € R.
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Beweise zu den weiteren Eigenschaften von  €Xp.

Beweis: (e): Mit der Regel von I'Hospital gilt

x™ nx™ ! n!
lim = lim = ...= lim = 0.
X—00 exp(x) X—00 exp(x) X—00 exp(x)
(f): folgt zusammen mit Eigenschaften (c),(d) aus
d
—exp(x) = exp(x) >0
dx
(9): Folgt mit
T\" ]
1+ — —exp|{mn-log| 1+ —
n n
und der Regel von I'Hospital flr
] log( ] ]
lim n-log(1+—): lim il +X): lim = 1.
n—o0 n x\,O X xNO T+ X

(h): Es gilt exp(nz) = (exp(z))™ firn € N. Somit gilt exp(x/m) = /exp(x)
fur m € N sowie exp(-Xx) = (exp(x))™ ™ furm, m € N.
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Der naturliche Logarithmus.

Da die Exponentialfunktion auf IR streng monoton wachsend ist, besitzt
exp: R — (0, c0)

eine eindeutige Umkehrfunktion,
log : (0,00) — R.

Diese Umkehrfunktion nennt man den nat urlichen Logarithmus

Eigenschaften des naturlichen Logarithmus:

(a) log : (0, 00) — R ist streng monoton wachsend und stetig.

(b) Es gilt: limy_,0 log(x) = —o0 und limy_, o log(x) = oo.

(c) Es gilt die Funktionalgleichung

log(x - y) = log(x) + log(y) fur alle x,y > 0.
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Weitere Eigenschaften des Logarithmus.

(d) Potenz:
log(x?) = q - log(x) fir alle x > 0, g € Q.

(e) Spezielle Funktionswerte:

log(1) =0 und log(e) =1

(f) Der natiirliche Logarithmus ist auf (0, co) differenzierbar mit

d

— log(x) = fur alle x > 0.

1
dx X

(9) Es gilt die Potenzreihenentwicklung

log(1 +x) = Z (
k=0

—1)k
k_|_)]xk+1 fir — 1 <x < 1.
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Die allgemeine Potenzfunktion.
Fur a > Ound q € Q hatten wir:

a =exp(q - log(a))
Wir definieren daher allgemeine Potenzen wie folgt.

z

a® :=exp(z - log(a)) fura > 0, z € C.

Eigenschaften der allgemeinen Potenzfunktion.

(a) Die Funktion f(x) = a* ist auf R streng monoton wachsend fir a > 1 und streng

monoton fallend fir 0 < a < 1.

(b) Esqilt

sowie
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Weitere Eigenschaften der allgemeinen Potenz.

(c) Fur a # 1 besitzt y = a* eine Umkehrfunktion

Y (X) = log, (X)

den Logarithmus zur Basis a, wobei gilt
log(Xx
log, (%) 9(x) fur x > 0.
log(a)

(d) Es gelten die Differentiationsregeln

d

—(a*) = log(a)-a”® firx e R, a >0
dx
d a a—1 .
—(x%) = a-x fira e R, x >0
dx
(log, x) ] furx,a >0
—lo — r .
dx e x - log(a) it
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes.

Satz: Es gilt
(1+x)a:Z (E)xk firae R, -1 <x <1,
k=0
mit
(&)= I
= — (a—j) fur k > 0.
|
k k! =0

Beweisidee : Rechte Seite 16st Differentialgleichung (1 + x)g’(x) = a - g(x).

Spezialf dlle. Fiur —1 < x < 1 gelten die Entwicklungen
1 T, 1 3 5

_ o1 b3 92 4

V1i+x = 1+2x SX +16X ]ZSX + ...
] B 1 3, 5 3 35 4
— = 1 szrgx EX +mx F...
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Die trigonometrischen Funktionen.

Wir setzen fiir z € C,

sin(z) = i (=1 Z2
' — (2k + 1)!
. — (=% 5
cos(z) = Z 2K)! z
k=0 '

Die Funktionen sin und cos besitzen jeweils Konvergenzradius v = 00, sind somit auf ganz

C erklart und dort stetig.

Eigenschaften:

(a) sinist eine ungerade , cos eine gerade Funktion, d.h. es gilt
sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z) fur alle z € C.

(b) Weiterhin gilt: sin(0) = 0 und cos(0) = 1. ]
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Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen.

(c) Es gilt:

e? = cos(z)+isin(z) und e ** = cos(z)—isin(z)
sn(z) = - (e e %) = (sin(x) cosh(y)) + i(cos(x) sinn(y)
cos(z) = 5 (e + e %) = (cos(r) cosh(y)) — i(sin(x) sinh(y)

sin®(z) 4+ cos?(z) = 1.

(d) Es gelten die Funktionalgleichungen

sin(lwu+v) = sin(u)cos(v) + cos(u) sin(v),

cos(u+v) = cos(u)cos(v)— sin(u)sin(v).

(e) Fur die reellen Ableitungen bekommt man

dix sin(x) = cos(x) und dix cos(x) = —sin(x).
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Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

Tangens- und Kotangensfunktion.

Wir setzen fiir z € C,

tan(z) = sin(z) fiir z # T + km, k € Z,
cos(z) 2
cot(z) = :):((;) fir z # km, k € Z.

Eigenschaften:

(a) tan und cot sind 7t-periodische, ungerade Funktionen.

(b) Es gilt
. eiz . e—iz T
tan(z) = —i e fir z # 5 + km, k € 7Z,
eiz e—iz
cot(z) = i— il fir z # km, k € Z.

elz _ e—iz
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Reihen-Entwicklung von Tangens und Kotangens.

Es gelten die Reihen-Entwicklungen

B 1T, 2 5 17 5
tan(z) = z+3z —|—152 +3]5z + ...

— 22K(22k —1) 2k—1 y 7t
— ]; 25! IBox|z fur |z| < Z

1z 1.5 2 o 1
2 3 457 T 945° T 4725°

o0 22k

(2k)!

cot(z)

By |22k fur0 < |z| < 7

1
z
k=1

mit den Bernoullischen Zahlen Bok.

Reelle Ableitungen: Im jeweiligen Definitionsbereich gilt

d tan(x) ] d d t(x) ]
— tan(x) = nd — cot(x) = —
dx cos?(x) - dx sin?

x)
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Hyperbolische Funktionen.

Fir z € C definieren wir

cosh(z) := (ez + e_z)

—ANl—A

sinh(z) = = ( z— e_z)

mit den entsprechenden Potenzreihenentwicklungen

=
cosh(z) = Z (Zk)'ZZk furz € C,
k=0 '
= ]
sinh(z) = Z P ])!z2k+] furz € C.
k=0

51
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Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen.

(a) Die Funktion cosh ist gerade und sinhist ungerade , d.h. es gilt
cosh(—z) = cosh(z) und sinh(—z) = —sinh(z) fur alle z € C.

(b) Fur die Ableitungen der hyperbolischen Funktionen gilt

icosh(x) — sinh(x)
dx

isinh(x) — cosh(x)
dx

(c) Es gelten die Funktionalgleichungen
sinh(x +y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
cosh(x +y) = cosh(x)cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
(d) Es gilt die algebraische Relation

cosh?(x) —sinh?(x) =1. O
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Inverse hyperbolische Funktionen, Areafunktionen.

Die Funktion sinh ist streng monoton wachsend auf R,

die Funktion cosh ist streng monoton wachsend auf [0, 00).

Die jeweiligen Umkehrfunktionen bezeichnen wir mit arcosh und arsinh

Es qilt
arsinh(x) = log (x + /%2 + 1) furx € R
arcosh(x) = log (x + V/x2 — 1) fur 1 < x < o0
sowie
d ]
— arsinh(x) = firx € R
dx x2 + 1
d h(x) ] furl <x <
— arcosh(x) = Ur X < 00
dx 2 1 —
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