Kapitel 13: Numerische Quadratur 13 NUMERISCHE QUADRATUR

13 Numerische Quadratur
Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral
b
[=1[f] = J f(x) dx
mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numerische Quadratur (Quadraturformel)der Form
n
I[f] ~ Inlfl = ) gif(xi)
i=0

mit
e Knotenx; € [a,b],furi=0,1,...,n;

e Gewichtengifuri=20,1,...,m.

176

Kapitel 13: Numerische Quadratur 13 NUMERISCHE QUADRATUR

13.1 Newton-Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p,, zu Daten
(x4, f(xi)) i=0,1,...,n

und integriere die Interpolante

X — X
n(x) =) Lilx)f(xq it Li(x) = :
P (x) ;) (flx) it Li(x) Hoxi—xj
B jAi
Ergebnis: Quadraturformel
b n
Lolf) = | palx)dx= 3 giflx)
a i=0

mit Gewichten
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Konstruktion der Newton-Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden aquidistante Knoten

xi = a + ih, 0<i<n, wobeih = (b —a)/n.

Ergebnis: Newton-Cotes-Quadraturformel

b n
L [f] = J Pn(X) dx = (b - (1) Z O(inf(xi)
a i=0

mit Gewichten

X : JbInI A dx 1Jnlnls_.ds fur0<i<n
. = = — ur
M b—a Lo xi —x nJ, i—] - =

j=0
jAL j#AL

unter Verwendung der Substitution s = (x — a)/h. ]
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Die Trapezregel.

Wahle n = 1 und somit Xo = a und X7 = b. Damit gilt

X—a b—x
= -f(b - f
pild) = o flb) + o —— - fla)
und somit bekommt man die beiden Gewichte
r“ ‘l
X001 = ] (1—X)dX:§
r1 1
x11 = xdx = =
JO 2
Daraus folgt die Trapezregel
f(a) + f(b)
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Die Simpsonregel.

Wahle n = 2 und somit
b+a
2 )

X0 —=4a, X1 =

Damit bekommt man die drei Gewichte

1

xo2 = | (x=T1)(x—2)dx
4 Jo
1 (?

xi2 = | x(2—x)dx=
2 Jo
1 (?

%2 = —| x(x—1)dx =
4 Jo

Daraus folgt die Simpsonregel
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Xsz.
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Zwei weitere Newton-Cotes-Formeln.

e 3/8-Regel.

b—a

I3[f] = 3

3

e Milne-Regel.

b—a

L[fl = 30

(f(a)—l—Sf <a—|—b_7a> —|—3f(a—|—2(

{71‘((1) +32¢ <a+ %) 128 (a+

b—a)

. )+f(b)>
b—a
)

+32f (a—l—3(b < ‘”) + 7f(b)]
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Ubersicht: Gewichte der Newton-Cotes Formeln.

111 1 Trapezregel
> > p g

1 4 1 .

20 ¢ Z Simpson-Regel
1 3 3 1

3 K ] K 3 3/8-Regel
7 32 12 32 7 .

4 30 95 95 o5 95 Mine-Regel

Satz:
Die Newton-Cotes-Formel I, [f] integriert Polynome vom Grad < m exakt.

Beweis: Das Interpolationspolynom py, € Py zudenn + 1 Daten (xi, f(xi)),
0 <1 < m,rekonstruiert f € Py, exakt, d.h. f = py,, und daher gilt

b
I[[f] = llpn] = J Pn(x) dx = L, [f] furalef€e P,. N

a
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.
R [f] := I, [f] — I[f] heiRt Quadraturfehler der Quadraturformel I,, (f).

Erinnerung: Darstellung fur den Interpolationsfehler:

f(x) = pn(x) = (n%”,

n

£ ) T —x0)

i=0

Beispiel: Fiir den Quadraturfehler der Trapezregel (n = 1) gilt

b b £(2)
Ril = J(m(x)—f(x))dxz—J o x— a)x—b) ax

a a

(2)(%) b )
S5 @b a = )0 o)

und somit gilt fir h = b — a die Fehlerabschatzung

Ri[fll = [T [f] — [|<—Hf Moo - 2.
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.

1 h311_2f(2)(£) Trapezregel
2| R f4)(&) Simpson-Regel

31 W23 f4)(&) 3/8-Regel

4| h % f()(&) Milne-Regel

wobei jeweils
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Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln.

Ziel: Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b].

Gegeben sei die aquidistante Unterteilung mit den Knoten

b—a

ti=atih  1=01,...,N, h=—

Verwende auf jedem Teilintervall [ti, ti 1] Quadraturformel der Ordnung n.

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel

NSy
T = > S (ft) +f(tn)
i=0
- h(%“) f(a+h)+---+f(b—h)+%b)).
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Fehlerabschatzung zusammengesetzte Trapezregel.

Satz: FUr die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerabschéatzung

b 2
J f(x) dx — T(h)| < 1—2(b—a)|\f(2)Hoo.
Beweis:
b N—1 tj .
J (x)dx —T(h)| = Z (J f(x) deS”[ﬂ)
a ]:O tj
N1 ty 1
< J f(x) dx — 17 [f]
j=0 |"H
N—1
(tjp1 —t (2
<
< e Vi) [
j=0
N h?
< —h3 =—(b— u
< SR oo = 75 (0 — )2 |og
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Die zusammengesetzte Simpson-Regel.

Wende die Simpson-Regel auf die Teilintervalle [t2i, t2;, 2] an, mit Knoten
tor, toipr, taig2 fr0 <i<N/2-1,

wobei N gerade. Dann bekommt man die zusammengesetzte Simpson-Regel
N/z 1
St = 3 Z f(t2i) +4f(t2i01) + f(t2142))

_ g (F(a) + 4f(a+h) + 2f(a+2h) + ...+ 4f(b— h) + £(b))

Satz: FUr die zusammengesetzte Simpson-Regel gilt die Fehlerabschatzung

b 4
| ) ax =S| < 56— @)
N 180
Beweis: analog wie bei der zusammengesetzten Trapezregel. []
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