Kapitel 13: Numerische Quadratur 13 NUMERISCHE QUADRATUR

13 Numerische Quadratur

Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral
b
[ =I[f] = J f(x) dx
mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numer i sche Quadr at ur (Quadr at ur f or nel ) der Form

n

[[f] ~ In[fl = ) gif(xs)

i=0
mit
e Knotenx; € la,b],furi=0,1,...,n;

e Cewi chteng;furi=0,1,...,mn.
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Kapitel 13: Numerische Quadratur

13 NUMERISCHE QUADRATUR

13.1 Newton-Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p,, zu Daten
(Xi)f(xi)) i=0,1,...,n

und integriere die Interpolante

pn(x) =) Li(x)f(xi) mitLi(x)=]]
1=0 j=0
j A1
Ergebnis: Quadraturformel
b n
Lolf) = | pulx) dx =3 giflxi)
4 i=0
mit Gewichten .
gi:J Li(x)dx fur0 <i<n
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Konstruktion der Newton-Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden aquidistante Knoten

xi = a + ih, 0 <1< n, wobeih = (b — a)/n.
Ergebnis: Newt on- Cot es- Quadr at ur f or nel
b n
In[ﬂ — J’ Pn (X) dx = (b - (1) Z (xinf(xi)
i=0

mit Gewichten

.I b n . ) -] n n s
Xin = J HX i dx:—J Hgds fur0 <1< mn,

b—a a 3o Xt X njo 7o 1)
j#A j#A1
unter Verwendung der Substitution s = (x — a) /h. ]
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Die Trapezregel.

Wahle n = 1 und somit X = a und x7; = b. Damit gilt

X —da b—x

P1(X)—b_a f(b)+b_a

und somit bekommt man die beiden Gewichte

- f(a)

rl 1
X01 — (]—X) dx = =
JO 2

x11 = xdx =

Daraus folgt die Tr apezr egel
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Die Simpsonregel.

Wahle n = 2 und somit

b+ a
Xo—=a, X1 = ) x2 =D
2
Damit bekommt man die drei Gewichte
1 (? 1
Xpo2 = ZUO(X—1)(X—2)dX:g
1 (? 2
X12 = ZUOX(Z_X)dng
X _ ! PZX(X—])dx—]
22 = 4 ), i
Daraus folgt die SI npsonr egel
b—a b+a
610 = 222 (110440 (252) 4 100).
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Zwel weitere Newton-Cotes-Formeln.

e 3/ 8- Regel .
Is[fJZbga(f(a)+3f(a+?>+3f(a+2(b;a)>+f(b)>
e M | ne- Regel .
b—a b—a b—a
Lif] = 30 [7f((1)+32f<a+T>+12f(a+ 5 )
+32f (a+3(b;a)> +7f(b)]
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Ubersicht: Gewichte der Newton-Cotes Formeln.

n Xin

1 % % Trapezregel

2 % % % Simpson-Regel
3 % % % % 3/8-Regel

4 % % % % % Milne-Regel

Satz:
Die Newt on- Cot es- For mel I,,[f] integriert Polynome vom Grad < n exakt.

Beweis: Das Interpolationspolynom p;, € P, zudenn + 1 Daten (x4, f(x1)),
0 <1 < m, rekonstruiert f € P, exakt, d.h. f = py,, und daher gilt

b
[[f] =I[pn] = J Pn(x) dx = [ [f] furalle f € Py,. |
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.
R lf] := I, [f] — If] heirt Quadr at ur f ehl er der Quadraturformel I, (f).

Erinnerung: Darstellung fir den Interpolationsfehler:
.I n
) - T T =)

1=0

f(x) —pn(x) =

(m+1)!

Beispiel: Fiir den Quadraturfehler der Trapezregel (n = 1) gilt

b b ¢(2)
Rilf = J(m(x)—f(x))dxz—j ) ) x—b) ax

a . 2!

(2)(gY b .
_f 2(5)L(x_a)( b)dX—:—zf (E)(b - a)?

und somit gilt fur h = b — a die Fehlerabschéatzung

R lf]] = [ [f] — [|<—||f Moo - 2.
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.

1| h3Lf2)(&) Trapezregel
2| WL fM™(&) Simpson-Regel

3| W23 f4(&) 3/8-Regel

4| h’2-£(6)(&) Milne-Regel

wobei jeweils
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Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln.

Ziel: Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b].

Gegeben sei die aquidistante Unterteilung mit den Knoten

b—a

ti=a+ih  i=0,1,...,N, h=—C

Verwende auf jedem Teilintervall [ti, ti4 1] Quadraturformel der Ordnung n.

Beispiel: Zusanmmengeset zt e Trapezr egel

t1+1))

T(h) = ;
(3

—h
N‘ N|3‘
/\\

fla+h) + f(b—h)—km).
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Fehlerabsch atzung zusammengesetzte Trapezregel.

Satz: Fur die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerabschatzung

hZ
< _(b T a)”f(Z) Hoo

b
J f(x)dx —T(h)| < 3

Beweis:

N—1 4+ i
< J f(x) dx — IV 1f]

j=0 7Y

N1

(41 —4)° 1 .02)

<

j=0

N h?
< SR =50—-a)|f') W
< SR oo = 56— a) £
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Die zusammengesetzte Simpson-Regel.

Wende die Simpson-Regel auf die Teilintervalle [t2;, t2i42] an, mit Knoten
tai, taip1y, t2ig2 fUr0 <i<IN/2 -1,

wobei N gerade. Dann bekommt man die zusanmengeset zt e Si npson- Regel

N/2—
S = S (a0 + 4t + A2
1=0
— %(f(a)—l—4f(a+h)—|—2f(a+2h)—|—...+4f(b—h)+f(b))

Satz: Fur die zusammengesetzte Simpson-Regel gilt die Fehlerabschatzung

b h4 4
| 0 ax = S()| < (b= )Y o
a
Beweis: analog wie bei der zusammengesetzten Trapezregel. []
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