Kapitel 12: Interpolation 12 INTERPOLATION DURCH POLYNOME

12 Interpolation durch Polynome

12.1 Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R - Rann + 1 Sttutzstellen
X0 < X1 < oot < Xnoe

Eingabedaten: (xo, o), (x1,f1), -+, (Xn, fn).

\
N\

Gegebene Daten (X;, fj).
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Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert,d.h.
p(xi) =fi firallei=0,1,...,n,

z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

\
N\

Gegebene Daten (Xj, fj).

Fragen:
e Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?

e Wie sieht die LOsung p aus und wie berechnet man p?
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Klassische Polynom-Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hochstens) n-ten Grades

2+ anx™,

Pn(x) =ap + arx+ azx
das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn (xi) = fi, 0 <1< n.

Erster LOsungsansatz: Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

2

ao+ arxp + axxg+...+anxy = fo
2

Qo+ a1xy + Xy + ... +apx) = f;
2 noo_

ao + a1xn +axxy +...+anx, = T

Setze:
X ={x0y..-yxXn} fly = (fo,..., fn)T € R unda = (ao,...,an)" € RM1,
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Vandermonde-Matrix.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 X0 X% Xg ap fo
1 x x3 ... XV aj fi
. — y
T xn X2 ... xn | | an | | T |

kurz
V-a= f|X,

heilRt Vandermonde-Matrix.

Satz: Fir die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xg, ..., Xy ) gilt

det(V) = H (Xj — Xi).

0<i<ji<n
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Beweis: Durch vollstandige Induktion tGber n.
Induktionsanfang: 1 = 1: det(V(xp,X1)) = X1 — Xo.
Induktionsschritt: n — 1 — n.

det (V(xo0y...,Xn))

1T %o --- ngl X0 1 X0 X0

T ox1 - XXt 0 x1—%o0 X1 —Xo
= det = det

I 1 xn x- o xn . i 0 Xn—Xo Xn — X0 ]

X7 — Xo X1 — X0 X1 —Xo X7 — X0X7 X} — xox?*1
= det = det

Xn — X0 Xn — X0 Xn — X0 Xh — X0oXn X — xox !
= (x1—%0) - (xn —x0) -det(V(x1,...,xn)) = [ (—x). =

0<i<j<n
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Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.

Folgerung: Falls Stitzstellen Xq, . . ., X, paarweise verschieden, so ist V regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stitzstellen
X ={x0,%X1y...,xn} C R

und Funktionswerten
fo)f] .-.,fn E R

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p,, vom Hochstgrad 1. mit

Pn(xi) = fi furalle 0 <1i<n.

ABER: Wir berechnen die Losung nicht {iber das lineare System V - a = f}x.

DENN: Dies ist zu teuer und instabil.
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12.2 Interpolationsformel nach Lagrange

Lagrange-Darstellung.

Definieren Lagrange-Polynome

Li(x) = (x—=x%0) - oo (X =% 1) - (X =%j41) ... - (X —Xn)
) ' (X5 —%0) *vevr (X§ —%5—1) - (X5 = Xj1) + o v o v (X — Xn)
_ TR w0 <j<n
o X T X1
45

Dann ist Lj ein Polynom vom Grad n, und es gilt

1 furi =) .
Lj(Xi) = fur0 <1i,j <mn.
0 fir i # j
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L6sung mit der Lagrange-Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe
Pn(xi) =1y furalle0 <i<n

wird geldst durch das (eindeutige) Polynom

n

Pn(x) =folo(x) + ...+ faln(x) = Z fiLi(x).
i=0
Die obige Darstellung von py, heildt Lagrange-Darstellunag. [
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Beispiel. Betrachte die Daten

0‘1‘2‘3

X;
fy]0fo]4]18

Dann sieht die zugehorige Lagrange-Basis wie folgt aus.

Lo(x) = (x—T1)(x—2)(x—3) Li(x) = (x —0)(x —2)(x —3)
T 0-1(0-2)(0-3) BT 0—00-2)(1-3)
o (x=0)(x—=1)(x—3) . x=0)(x—=1)(x—2)
L= oo ne-y BY T Goos-ne-2
Das interpolierende kubische Polynom p3 besitzt die Darstellungen
p3(x) = 4-L2(x)+18-L3(x)
x(x —1)(x —3) x(x —1)(x —2)
= —4. > + 18- c
= x> —x2.
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12.3 Der Interpolationsfehler

Gegeben sei die Funktion f : [a, b] — R sowie das Interpolationspolynom P zuden

Stiitzstellen X, X1, ..., Xn € [a, b]. Wie “groR” ist die Differenz
e(x) = flx)—pnlx)?

Satz: Seif € C™*'([a, b]) und x € [a, b]. Dann gibt es ein & € [a, b] mit
.l n

— - g4 , s
106 = () = gy V) [T e

Folgerung: Firden Interpolationsfehler gilt die Abschatzung

n

H(X —Xi)] -

i=0

L e ()

0 =Pl < Gy e
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Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

n
wn1(x) =] [(x—xi)
i=0
Optimierungsproblem: Bestimme die Knoten X¢, X1, ..., Xp, SO dass
n
max H(X — Xi)
X0,...yXn €[a,b] Pl

minimal auf [a, b].

Lésung: Fur das Intervall [—1, 1] sind die Tschebyschef f -Knoten optimal.

2j+1 :
xj:cos<2n+2ﬂ> j=0,1,...,n.
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