Kapitel 12: Interpolation 12 INTERPOLATION DURCH POLYNOME

12 Interpolation durch Polynome

12.1 Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R ann + 1 St utzstellen
X0 < X1 < eur < Xp.

Eingabedaten: (XO> fO)) (X1 ’ fi )) RS (Xn> fn)

A

\
N\

Gegebene Daten (x;, fj).
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Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert ,d.h.
p(xiy) =1 firallei=0,1,...,n,
z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

A

\
N\

Gegebene Daten (x;, fj).

Fragen:
e Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?

e Wie sieht die Losung p aus und wie berechnet man p?
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Klassische Polynom-Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hochstens) n-ten Grades
pn(x) = dp + a1Xx + (127(2 + ...+ ax™,

das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn(xi) =f,0<1<n.

Erster L 6sungsansatz: Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

(1()—|—(11Xo—|—(12X%—|—...—|—(1nX(T)L = Ty
Ao + a1X1 —|—(12X%—|—...—|—(1nX§L = f;
ao+a1xn+azxi—|—...—|—anx§ = T

Setze:

X :{xo,...,xn},f‘x = (fo,...,fn)T € R"™unda = (ag,...,an)" € R+
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Vandermonde-Matrix.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 xo x5 ... x& ao fo
1 x4 x% coo XY ajq fq
— )
1 xn X2 xn | | an | | fn
kurz
V-a=f|,
heiRt Vandermonde-Matrix
Satz: Fir die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xo, ..., X ) gilt
det(V)= ] (x—x0).
0<i<j<n
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Beweis: Durch vollstandige Induktion tber n.
Induktionsanfang: 1N = 1:det(V(xp,%x1)) = x1 — Xo.
Induktionsschrit: n— 1 — n.

det (V(X0y ...y Xn))

1 xo - x8_1 X0 1 X0 e X0

T x1 - XM Xt 0 x1—%0 -+ X!'—X0
= det _ _ — det

n—1 n n n
_1 Xn X Xn _O Xn — X0 Xn —Xo

X1 — X0 X1 — X X1 —X0 X7 — X0X] X1 — XoX] 1
= det , , = det

Xn — X0 Xn — X0 Xn — X0 Xh — X0Xn Xt — xox !
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Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.
Folgerung: Falls Stitzstellen xg, . . ., X;, paarweise verschieden, so ist V regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stltzstellen
X={x0,%X1y...,xnt CR

und Funktionswerten
fo,f] ...)fn E R

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p,, vom Hochstgrad n mit

Pn(xi) = fi furalle 0 <1 < n.

ABER: Wir berechnen die Losung nicht Uber das lineare System V - a = f X"

DENN: Dies ist zu teuer und instabil . []
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12.2 Interpolationsformel nach Lagrange

Lagrange-Darstellung.

Definieren Lagrange-Polynome

Lo e mx0) e X)X = ) e (=)
] (x5 x0) e (X = x521) - (% = X51) e ee s (X — Xn)
— 1_[7(_7(i fir0 <j <mn
o M T X
i)

Dann ist LJ- ein Polynom vom Grad n, und es gilt

| furi=j ) .
L(xi) = fur0 <i,j <mn.

0 fur i #
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LOosung mit der Lagrange-Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe

Pn(xi) = fi furalle0 <1 <n

wird gelost durch das (eindeutige) Polynom

n
Pr(x) = foLo(x) +... + faln(x) = ) fiLi(x).
i=0
Die obige Darstellung von py, heilt Lagrange-Darstellung . ]
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Beispiel. Betrachte die Daten

X)‘O]Z 3

f;10|0|4]18

Dann sieht die zugehorige Lagrange-Basis wie folgt aus.

Lo (x) (x —1)(x —2)(x — 3) Li(x) — (x —0)(x —2)(x — 3)
ST (0=-1)(0-2)(0-3) BT 0-00-2(0-3)
Lx) — (x —0)(x—1)(x —3) Li(x) — (x —0)(x—1)(x —2)
T 2-02-12-3) T 3-0B-13-2)
Das interpolierende kubische Polynom p3 besitzt die Darstellungen
p3(x) = 4-Ly(x)+18-L3(x)
x(x —1)(x — 3) x(x —1)(x —2)
= —4. 5 + 18- c
= x> —x2,
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12.3 Der Interpolationsfehler

Gegeben sei die Funktion f : [a, b] — R sowie das Interpolationspolynom p zu den

Stiitzstellen Xg, X1, ..., Xn € [a, b]. Wie “groR” ist die Differenz
e(x) = f(x)—pnlx)?

Satz: Seif € C™*"'([a, b]) und x € [a, b]. Dann gibt es ein & € [a, b] mit
] mn

_ — ey, — X
f0d = Pnlx) = gy () }TO(X xi).

Folgerung: Fur den Interpolationsfehler gilt die Abschéatzung

n

H(X —Xi)] .

1=0

b e (g

T =Pnlels Gy M
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Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

mn
wn1(x) =] [(x—x)
i=0
Optimierungsproblem:  Bestimme die Knoten X¢p,X1,...,Xn, SO dass
n
max X — Xi
X0,y...yXn €[la,b] H( 1)
minimal auf [a, b].
Losung: Fur das Intervall [—1, 1] sind die Tschebyscheff-Knoten optimal.
2j+1 .
xj:cos<zn+27t j=0,1,...,n.
- . . . e
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