Kapitel 11: Fourier-Analysis

Rechenregeln fur Fourier-Reihen.

Fur f, g : R — C stiickweise stetig, T-periodisch mit

flt)= > ye™" und g(t)= ) Scet !

k=—o00 k=—o00

gelten die folgenden Rechenregeln.

e Linearitat:

oo

oaf (1) + Bg(t) = Y (oyi + Bdr)et !

k=—o0

e Konjugation:

e Zeitumkehr:
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Weitere Rechenregeln flr Fourier-Reihen.
e Streckung:

f(ct) = Z vietklewlt firc >0

k=—0o0
e Verschiebung:
oo
flt+a) = Y (vke™@®)e™™@  furaeR

k=—o00

o
e mMtE(t) = Z Yi_ne®®t  furneZ
k=—0o0
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Noch mehr Rechenregeln flr Fourier-Reihen.

e Ableitung: st f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt

oo

() = > (tkwyp)e™ "

k=—o0

— Z(kw) [by cos(kwt) — ay sin(kwt)]
k=1

e Integration:Giltag =vyo = fg f(t) dt = 0, so folgt

t T %o
J f(7) dt = —% J t(t)dt— Y H’—k cos(kwt) — ]S—“ sin(kwt)

w w
0 0 k=1
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Konvergenzsatz.

Satz: Sei f : R — C T-periodisch und stiickweise stetig differenzierbar. Dann gelten die

folgenden Konvergenzaussagen fur die zugehdrige Fourier-Reihe

> -+ Z [ay cos(kwt) + by sin(kwt)] furt € R.

k=1

Fe(t)

e Die Fourier-Reihe konvergiert punktweise und fiir alle t € R gilt

Fe(t) = % [F(tF) + f(t7)] furt € R.

e In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die Konvergenz der

Fourier-Reihe gleichmafig.

Bemerkung:

Die Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier-Reihe nicht aus.
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

0 : furt =0o0dert =27
S(t) .= :
s(m—1t) @ fur0<t<2m

Fehlerfunktion: Definiere fur 0 < t < 271

Rn(t) = l(t _ 7-[) T sin(t) + Sin(Zt) 4 I sin(nt)

7 > o
Es gilt:
i 1
1+ 2cos(t) + 2cos(2t) ...+ 2cos(nt) = l g;t’:/—zz))t]
Integration:
tsin[(n+3)t] _ sin(2t) sin(nt)
Jﬂ Sn(1/2) dt=(t—m) + 2sin(t) + 2 > +...+2 o
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Daraus folgt:

~ fsin[(n+3)T]
Rnlt) = Jﬂ Zsin(T/ZZ) dt

B —COS[(TL-F%) t} 1 t 1 d 1

T 2nt)sn(t2) T Intd Jﬁ cos ((“+ Z) T) at (sin(T/Z)) dr
_ —cos [(n+ %)t] cos [(n + %)E] 1
T n+Dsn(t/2) T (2n+l) (sin(t/Z)

—1> fir & € [m, t],

und daher

2

Rn(t)] < (2n+ 1) sin(t/2)

Ist t € (0, 271) fest, so gilt:
Rp(t)) 20 t— o
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Approximation im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f : R — C eine T-periodische, stiickweise stetige Funktion, und seien

Salt) = % + Z [ay cos(kwt) 4 by sin(kwt)]
k=1

die Partialsummen der zugehdrigen Fourier-Reihe von f. Fur den linearen Raum

1
T, := span {\/—z,cos(wt), ...,cos(nwt),sin(wt),. ..,sin(nwt)} C C(R)
der trigonometrischen Polynome mit dem Skalarprodukt
T
2
(wv) =< J (t)v(t) dt
0

gilt
If = Sn|l < [|[f— o] firalle @ € Ty,

d.h. S;, ist Bestapproximation an f aus T, beziiglich || - .
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Beweis: Die Funktionen
1
V2’

bilden eine Orthonormalbasis des linearen Teilraums T,, C C(RR).

@o(t) = @r(t) = cos(kwt), VPk(t) =sin(kwt) k=T1,2,...,n

Dann ist die Bestapproximations* € T, aus Ty, an f € C(R) gegeben durch die

orthogonale Projektionvonfauf Ty:

n
s'(t) = <f,00>@olt) + ) [<fo> @r(t)+ < fybk > Pi(t)]
k=1

wobei ag = V2 < f, o >, ax =< f, x >und by =< f, P >firk=1,2,...,n
H

158




Kapitel 11: Fourier-Analysis

Die Besselsche Ungleichung.

Satz: Es gilt die Besselsche Ungleichung [|S,||? < ||f||?, d.h.

n T

’a°|2 + ) [la? +1oxl] < %J ()] dt
k=1 ) ST 0 .

Beweis: Es gilt

0 < Hf—Sn\|2:<f—Sn,f—S >=||f||* — 2Re < f,Sn > +|Snl|?

= ||f]|® — 2Re < f, ﬂ(po+z AP + b)) > +[Snl?
k=1

a n
= ||f]|* — 2Re (< f, 7%@0 > + Z [ax < f, i > +b < f, Py >]> + [|Sw]?
k=1

laol? &
= || -2 < Z [laxl® + [bxl?] | + ISl = [IfII* = ISnll?

k=1
|
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Das Riemannsche Lemma.
Folgerung: Aus der Besselschen Ungleichung folgt insbesondere die Konvergenz der
beiden Reihen
oo oo
D lal*  und Y byl
k=1 k=1
und damit gilt das Riemannsche Lemma
lim ax = lim by =0.
k—o0 k—o0
[
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Satz: Ist eine T-periodische Funktion f : R — IR (oder f : R — C) stiickweise
(m + 1)-fach stetig differenzierbar, und sind die Ableitungen

£0) £(1)

y Yooy

flm—1)

stetig auf R, so gibt es eine Konstante C > 0 mit

[yl < P firk = £1,£2,...

Fazit: Je glatter f, desto schneller konvergiert die Fourier-Reihe F¢ gegen f.
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Beweis: Reicht zu zeigen fur m = 0. Sei f(t) stiickweise stetig differenzierbar mit
Unstetigkeitsstellen
O=to<ti<...<tqn =T

Dann bekommt man mit partieller Integration

.
T -y = Jf(t)e_“‘“’tdt
0
m tjr] ti+1
= Z —ikwt o J f/(t)e—lkwt dt
— 5 t
und somit
vl < 2.7 15 1{ |+|f(t+)|}+lJT|f’(t)|dt
Yk_Tkw]_O (1) T w
<

= k mit C = C(f).

;
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Die Parsevalsche Gleichung.

Bemerkung. Fur n — o0 geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit Uber, d.h. es gilt

die Parsevalsche Gleichunglimy e ||Sn|l? =

T

|(10|2 2 2 2

+ ax|” + b f(t)|© dt

- Z|k| i) = 5 | 0P dt,
k=1

denn die Fourier-Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegenf,

d.h.
lim ||f—Syn| =0.
n—oo

Beispiel: Fir die Rechteckschwingung R(t) gilt £ IO If(t |2 dt = 2. Da ay = O fiir alle
k € Ny, gilt weiterhin

= 16 /1 1 1 16

2

L L L AN}
3o ﬂ2(1+3z+52+ ) 1o
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Eindeutigkeitssatz.

Satz: Seien f(t) und g(t) zwei T-periodische stiickweise stetige Funktionen mit

1
f(t) = 5 (f(t*) - f(tﬂ) furalle t € [0, T];
1
g(t) = 5 (g(t7) +g(th)) for alle t € [0, T].
Weiterhin besitzen f und g dieselben Fourier-Koeffizienten, d.h. es gilt
T T
J f(t) cos(kwt)dt = g(t) cos(kwt) dt fur alle k € No;
0 Jo
T T
J f(t)sin(kwt)dt = g(t) sin(kwt) dt fur alle k € N.
0 Jo

Dann stimmen f und g auf ganz R tberein, d.h. es gilt f = g.
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