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13 Numerische Quadratur

Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral
b
[ =1I[f] = J f(x) dx

mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numerische Quadratur (Quadraturformel) der Form

mit
e Knoten x; € [a,b], firi=0,1,...,m;

e Gewichten g; fliri=0,1,...,m.
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13.1 Newton-Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p,, zu Daten
(Xi,f(Xi)) iZO,],...,Tl

/ 2?—: ‘(L"Q")'g({i') = J
b B n . * L"(") X
Pn(X):ZLi(X)f(xi)ojx mit Li(x)znﬂ Z4< )S
1=0

— o M T X

j A1 D

und integriere die Interpolante

Ergebnis: Quadraturformel

mit Gewichten

b
gi:J Li(x) dx fur 0 <1 <n.
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gi=(b—a)a;y,
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(Zu den Folien 197-199)
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Zum Beispiel fiir die Simpson-Regel n = 2 und

1 4 a 1
I =(b—a) 6 fla) + 6 f(eE) + 6
N~ N~ N~
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Konstruktion der Newton-Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden dquidistante Knoten

xi = a + ih, 0<i<n, wobei h = (b —a)/n.

Ergebnis: Newton-Cotes—Quadraturformel

b
In[ﬂ:J pn( ) =(b—a Zcxln Xl

mit Gewichten

T (™ X — ) .
Kin = — Il ~ dx fuir 0 <1< n.
Njo 75 1)
j=0
j£i
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Die Trapezregel.
Wahle n = 1 und somit xo = a und x; = b. Damit gilt

X —a b—x

pi1(x) = f(b)—l—b_a

b—a -fla)

und somit bekommt man die beiden Gewichte

-1

]
X1 = do(]—x)dx—z

X117 = x dx =

Daraus folgt die Trapezregel
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Die Simpsonregel.

Wa3ahle n = 2 und somit

b+ a
X0 =40a, X1 = , X2=0D
2
Damit bekommt man die drei Gewichte
1 (? 1
X2 = ZJO(X_”(X_Z)dX:g
1 (? 2
X12 = deX(Z—X)dng
1 (? 1
Xyo = Zdox(x—l)dx:g

[[f] = [;[f] = o g 2 (f(a) + 4f (b—;_a) +f(b)) :
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Zwei weitere Newton-Cotes-Formeln.

e 3/8-Regel.
_ b— b—
i = 25 () +37 (o 252 3 (a4 2052 ) 11w
e Milne-Regel.
b—a b—a b—a

+32f (a—l— 30 " a)) + 7f(b)]
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Ubersicht: Gewichte der Newton-Cotes Formeln.

n Xin

] % % Trapezregel

2 % % % Simpson-Regel
3l 3 3 % 3/8-Regel
4|95 35 5 95 g0 Milne-Regel

Satz:
Die Newton-Cotes-Formel I, [f] integriert Polynome vom Grad < n exakt.

Beweis: Das Interpolationspolynom p,, € P, zu den n + 1 Daten (xi, f(xi)),
0 <1< n, rekonstruiert f € P,, exakt, d.h. f = p,,, und daher gilt

b
[[f] = Ilps] = J Pn(x) dx = [, [f] fur alle f € P,,. |

a
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.
R lfl := I, [f] — Ilf] heiBt Quadraturfehler der Quadraturformel I,,(f).

Erinnerung: Darstellung fiir den Interpolationsfehler:

.] n

o _ (m+1) . o~
f(x) pn(x)—(H])!f () i1‘£(x Xi)

Beispiel: Fiir den Quadraturfehler der Trapezregel (n = 1) gilt

b b £(2)
Rilf] = j(m(x)—f(x))dx:—J ) ayx—b)dx

a . 2!

(2)(zy b ~
_ T 2(8) L (x —a)(x —b)dx 112 '(&)(b—a)?

und somit gilt fiir h = (b — a)/n die Fehlerabschatzung

Ry 6] = Iy 1] — 107 < 2o -
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.

wobel jewells

Rn[f]

h3 5 02) (&)

Trapezregel

Simpson-Regel

h° 24 (&)  3/8-Regel
h7%f(6)(6) Milne-Regel
h:b—a
n

ANALYSIS I1

TUHH, SOMMERSEMESTER 2014

ARMIN ISKE

203



(Zu den Folien 204-206)
Zur Erinnerung: Interpoliert man groBe Datenmengen (xo, y0), (1,y1) -, (Tn,Yn)
mit Polynomen hohen Grades, so stellt sich oft ein unerwiinschtes oszillatori-
sches Verhalten ein. Die Interpolation der Daten

1
1—|—.CC?7

Abbildung 1: exakt: durchgezogen, Interpolation: gestrichelt

Ausweg: auf Teilintervallen je eine polynomiale Ndherung niedrigen Grades



Quadratur von f(x) auf [a, b]:
Mittelpunksregel / Trapezregel auf |z;,x;41], 2 =0,1,--- ,n—1
mit h = —und r;=a-+1-h,1t=01,-

Zusammengesetzte Mittelpunktsregel
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Zusammengesetzte Mittelpunkts—/Trapezregel
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Zusammengesetzte Simpson-Regel: Ersetze f auf [xo; 2, 72;], i =1,--- ,n

mithzlg—n“unda;i:a—i—i-h,i:O,l,---,2n

durch Interpolationspolynom 2. Grades durch (x2;—2, f(x2,-2)), (x2,—1, f(x2i-1)), (x2i, f(x2))
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Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln.

Ziel: Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b].

Gegeben sei die dquidistante Unterteilung mit den Knoten

b—a

t, = th 1=0,1,...,N, h=
a-—+1 1 N

Verwende auf jedem Teilintervall [ti, t;;1] Quadraturformel der Ordnung n.

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel

T = 3 o (f(t) + b))
1=0
— h @+f(a+h)+---+f(b—h)+@>.
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Fehlerabschatzung zusammengesetzte Trapezregel.

Satz: Fiir die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerabschatzung

hZ
< —(b— a)||f(2) | oo -

b
J f(x)dx —T(h)| < 3

a

Beweis:

b
J f(x) dx — T(h)

N1 1
< J f(x) dx — Ig]) [f]
j=0 'Y
N—1 L_.o\
(tj+1 — 1) z h= =——
= 1l X
=0~
N 7 h?
< —h3 P = —(b—a)||f? ~
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Die zusammengesetzte Simpson-Regel.

Wende die Simpson-Regel auf die Teilintervalle [t,i,t2i42] an, mit Knoten
tai, taie1,  t2ig2 fir 0 <1< N/2 -1,

wobei N gerade. Dann bekommt man die zusammengesetzte Simpson-Regel
N/2—1

D (f(tar) + 4f(tain) + f(t2i42))
i—0

S(h) =

Wl w|Z

(f(a) +4f(a+h) + 2f(a+ 2h) +... +4f(b —h) + f(b))

Satz: Fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel gilt die Fehlerabschatzung

b h4 (4)
f(x)dx — S(h)| < —(b — oo
Beweis: analog wie bei der zusammengesetzten Trapezregel. []
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13.2 GauB-Quadratur

Erinnerung: Mit der Newton-Cotes Quadratur

n b
[l =) gif(xi) = 1[f] = J f(x) dx

] -:O a

1

werden Polxnome vom Grad n exakt integriert.

Dabei sind die Knoten xi, 0 < 1i <n, aquidistant auf [a, b] verteilt.

Grundidee der GauB-Quadratur: Variiere die Knoten Xxg,...,Xy.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 207



UH
A KAPITEL 13: NUMERISCHE QUADRATUR TUHH

Grundidee der GauB-Quadratur.

Ziel:
Variiere Knoten, um Polynome moglichst hohen Grades exakt zu integrieren.

Genauer:
Approximiere fiir eine feste positive Gewichtsfunktion w: (a,b) — (0, c0)

Integrale der Form

durch Quadratur der Form

I[fl~ ) fxi)ws

1=0

mit einer speziellen Wahl von Stiitzstellen x; und positiven Gewichten wy.

Ergebnis: Gaufische Quadraturformeln mit (n + 1) Knoten integrieren

Polynome vom Grad 2n + 1 exakt. []
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Beispiel: GauBB-Tschebyscheff-Quadratur.

e Integrationsintervall: 1 = [—1, 1]

e Gewichtsfunktion: w(x) =1/v1 —x2.
C —

e Knoten: Nullstellen

74
Xi = COS 1+171 fir0<i<n
2n+2

—
u—f

des (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynoms

Trni1(x) = cos((n+ 1) arccos(x)) € Prit fir x € [—1,1].

e Konstante Gewichte: w; = t/(n + 1).

e GauB3—-Tschebyscheff Quadratur:

n

1
[alf) = 25 3 fx) % Tlf) = | flowix)dx

1=0
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Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome.

Satz: Die Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T bilden eine orthogonale Basis des
Polynomraums P,, beziiglich des gewichteten Skalarprodukts

:
(f> g)w = J_1 f(x)g(x)w(x) dx.

Genauer gilt:
)

T flirk =7 =20
(T, T)w =4 m/2 fiirk =7 > 0
L 0 fiirj # k
Beweis: Ubung (mit Substitution t = cos(x)) []

Satz: Fiir die Tschebyscheff-Polynome gilt die Rekursionsformel
Trep1(x) = 2xTie(x) — T (x) firk > 1,
wobei To = 1 und T7(x) = x. ]
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Legendre-Polynome.

Satz: Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 auf dem Intervall 1 = [—1,1] sind die

Legendre—-Polynome
1 an
- 2nnl dxn

Orthogonalpolynome. Genauer gilt:

Ln(x) (Xz —1)™ € Pn

2 H _
nrl furn—mZO

(Ln>Lm) —
0 flir n #= m

Beweis: Ubung (per Induktion).

Satz: Fiir die Legendre-Polynome gilt die Rekursionsformel

2 1
Lngi1(x) = T?—:—] xLn(x) — TIL—I—]LTL_1 firm > 1,

wobei Lo = 1 und L1 (x) = x.
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Weitere Eigenschaften der Legendre-Polynome.

Die ersten Legendre-Polynome sind gegeben durch

Lo(x) = 1

Li(x) = x

Li(x) = (3x*—1)/2

L3(x) = (5x°—3x)/2

Ls(x) = (35x* —30x*+3)/8

Deren jeweilige Nullstellen sind gegeben durch
Ly : xo=0
Lz . X0/1 = + ]/3

L3 . XQ—O X1/2 =

+
La : Xp/1/2/3 == \/g
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Zur Konstruktion der GauBB-Legendre-Quadratur.

e Integrationsintervall: 1 = [—1, 1]
e Gewichtsfunktion: w(x) = 1.
e Knoten: n + 1 Nullstellen xg,...,Xx, des Legendre-Polynoms L, 1 € Pni1.

e Gewichte: Mit festen Knoten Xg,...,X;, zu berechnen aus

1
Wizj []—2 dx>o.
1 Xi—Xj

j=0
A1

e GauB3-Legendre Quadratur:

1
L[l =) wif(xi) = I[f] = J f(x) dx.
, —1
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Weitere Spezialfdlle der GauB3-Quadratur.

Name Intervall Gewicht
GauB-Legendre [—1,1] w =1
GauB-Tschebyscheff —1, 1] w(x) =1/v1—x2
GauB3-Jacobi —1,1] | w(x) = (1T —x)(1 +x)
GauB-Laguerre [0, c0) w(x) =e ¥
GauB-Hermite (—o0, 00) w(x) = e

ANALYSIS I1
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Zur Konstruktion von GauB3-Quadraturformeln.

e Konstruiere zu festem Intervall [a, b] und Gewichtsfunktion w eine Folge

PosP1ye- s PnyPn+1 ONS
von Orthogonalpolynomen, wobei pyx € Pk und (px,Pj)w = djk.

e Verwende Nullstellen xp,%1,...,%Xn von py1 als Knoten.

e Berechne (positive) Gewichte

1 n
X —X%j . .
wi:J ) dx fiir 0 <i<n.
—15.% Xi—Xj
£

e Ergebnis: GauB-Quadraturformel

a

n b
[l =) wif(xi) = 1[f] = J f(x)w(x) dx
i=0

mit I, [f] = [, [p] fiir alle p € Pony1.
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