Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg
Dr. H. P. Kiani

Vorlesungsvertretung Analysis |l, H. P. Kiani,
SoSe 2014

Ergdnzungen/Erlduterungen zu den Folien von
Prof. Iske



Kurvenintegrale

Zur Erinnerung: Kurve = stetige Funktion c¢ : [a,0] — R",

C(£ﬂ
[en(t)) (D)) (e -
c(t) = CQ:(t) c(t) = CQ:(t) e (b~ clenl]
a6 a0
Kurvenlinge einer stiickweise C''-Kurve: |
’ : c(lg\
L) = [ 1efewlar = [1eds| e
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Kardioide: (Folie 160)

Kardioide r= a(1+ cos(@) , a=0.5,1,2,4
T T T T T T

r = a-(1+ cos(¢), a>0,0<¢ <27
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Von eine Kurve umschlossene Flache: (Folie 160)

c(t) = (Z”Eg) teab]
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Zur Erinnerung: F =
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Beispiel: Archimedische Spirale: Folie 162 Prof. Iske
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Hier: Ellipse
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Folie 163-165 Prof. Iske: Kurvenintegrale
c:la,b] = D, D C R", stiickweise C'—Kurve

f : D — R stetige skalare Abbildung. Dann ist das

Kurvenintegral (Linienintegral) von f iiber c definiert durch

[rasi= [ s@as :=/ Fle(t)) lle(t)dt = /f DI

e
Beispiele:
Lange: f(c(t) =1 — / f ds = Lange der Kurve,
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Masse: f(c(t)) = p(c(t)) = Dichte (Masse pro Langeneinheit)

= MZ:/Cfds:/ab ple(®)) e@)fdt <t ﬁ

= Masse der Kurve (z.B. Drahtstiick).

Herleitung: Approximiere Kurve durch Polygonzug,

Dichte auf [c(t;_1), e(t;)] ~ plc(ts)). W TR IR G
Masse des Stiicks |c(t;_1), c(t;)]

M; = p(c(ts) [|le(ti) — e(ti-1)]]

Gesamtmasse:
M=) M= ple(t)) lle(t) = eltia] - ¢t
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AN ~ A

Fiir den Schwerpunkt gilt A4 E
0t Secbwer eublht

/ o(c(t)) e(t)l|é(t)||dt / o(x) xds
X, = Za __Jc — X

—
—_——

/ ole(t)) ()| dt / p(x) ds

wobei das Integral im Zahler komponentenweise ausgwertet wird.

Tragheitsmoment des Massebelgten Drahtes bei der Rotation um
eine Achse A

04 = /p(w)’I“Q(w) ds =/ ple(t))(r(c(t)))” lle(t)] dt.

wobei r(c(t)) der Abstand zur Rotationsachse ist.
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Parametrisierungsinvarianz von Kurvenintegralen (Folie 164,

Prof. Iske) wird genauso bewiesen wie Parametrisierungsinva-
rianz der Kurvenlinge auf Folie 154 (Kettenregel/Substitution)
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Periodischer Funktionen

._.2;1_ 0 Zﬂ 4yn Gﬁ

Abbildung 1: sin (x) und sin (2x)
f periodisch mit der Periode T' > 0 : f@+T) = ft)VteR

A e



Beobachtungen: Seien f und g 'I'—periodisch
e —> fist auch k- T peridisch, kK € N

fit+T) = f(t) = fE+ET) = f(2)

e f(kt) ist auch T —periodisch ,( (u(L *—r)) _
Beispiel: sin(kt), cos(kt), k € N sind 27 —periodisch

e oof + (g ist T'—periodisch

Beispiel: Die Funktionen

n

Z (ag cos(kt) + bgsin(kt))

k=1

sind 2m—periodisch



e Die Funktionen sin(kwt), cos(kwt) sind T' = 2T —periodisch

W = 2% heiBt Kreisfrequenz

2
sin(kw(t 4+ T)) = sin(kwt + kwT)) = sin(kwt + k - % -T))

= sin(kwt + k27)) = sin(kwt)
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o KAPITEL 12: FOURIER-ANALYSIS TUHH

12 Fourier-Analysis

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heiBt periodisch mit
der Periode T (oder T-periodisch), falls

f(t+T) = f(t) fiir alle t € R.

[]
Ziel: Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe
Clo — . N:ﬂ
f(t) = - + E lay cos(kwt) + by sin(kwt)] =

k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k =2,3,...
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Zur Erinneung: etwas L.A.

Definiere auf (geeignetem) Funktionenraum V mit Unterraum

T, = {g g(t) = L + Z ay cos(kwt) + by sin(kwt)) ag, by € R,}
aller T'—periodischen trigonometrischen Polynome vom (H6chst-)Grad n

T
das Skalarprodukt < f,g>:= %/ f(t)-g(t)dt
S— 0

T
und die Norm | gl = \/:,%/ (g(t)*dt = /< 9,9 >
0

Dann ist {%, cos(kwt), sin(kwt), k=1, -- ,n} ein Orthonormalsystem.




Fiir eine gegebene Funktion f aus V ist

fo(x) = 2 + Z (ar cos(kwt) + by sin(kwt)) mit
k=1

2 T
— L iG> (VNJC)>: aj ::T/ f(t) cos(kwt) dt, k € Ny
0
2 T
= s (ks - bk::T/ (1) sin(kwt)dt,  EEN.
0

die beste Approximation aus 7;,, dass heif3t

lf=rull <N f=gll Vge Tn.

L(-V‘S&" 'TWV'V‘ 4-(,—:—_‘-_;_>‘—-—- =
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Bemerkungen.
e Ist T eine Periode von f, so auch kT, k € Z, eine Periode von f.

e Sind T7 und T, Perioden von f, so sind auch
kiTy +koTo fir k1,ky € Z
Perioden von f.

e Existiert eine kleinste positive Periode T > 0 von f, so ist die Menge der
Perioden von f gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion f besitzt eine solche kleinste Periode.

e Sind f und g T-periodisch, so ist auch «f 4+ 3g, &, 3 € R, T-periodisch.
e Ist f T—periodisch und integrierbar (iiber kompakten Intervallen), so gilt

Tf(t) dt = ChLTf(t) dt
e,

fir beliebige a € R.
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Beweis zum letzten Punkt aus Folie 167

a=k-T+amtenemk& Z undemmemO0< a<T

a+T oa+kT+T
/ f(t)dt = / f(t)dt Sustitution 7=t — k- T dt _

+ET . £ =TakT™ 3t
ot T - ot
= / f(r +kT)dr = / f(r)dr Periodizitat

T ot T
N / flr)dr + / f(r)dr Sustitution v =7 —-T
. T

- - d_é_l{_, - A T= \/Jr_:r
(83 At
:/ f(T)dT+/ f(v+T)do
o 0 A
T o
:/ f(T)dT+/ f(v)dv Periodizitat
o 0
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Periodische Fortsetzungen.

Definition: Eine Funktion g(t), t € [0, T] bzw. t € [0, T/2] 148t sich zu einer

T-periodischen Funktion f : R — R wie folgt fortsetzen. 1
e Direkte Fortsetzung.
f(t) == g(t—KkT)  firkT <t<(k+1)T —=~ T .

e Gerade Fortsetzung. Sei g(t) auf [0, T/2] gegeben. Dann setze

2k — 1 2k + 1
f(t) := g(t — kT) fuir (%>T§t< ( kz—l_ )T,

wobei g zunachst an der y-Achse gespiegelt wird:

T —
g(t) := g(—t), fiir —5 <t<O. =
e Ungerade Fortsetzung. Wie oben, aber Spiegelung um Ursprung:
T . -
g(t) .= —g(—t), fir — - <t<O. S
2 R

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 168



o KAPITEL 12: FOURIER-ANALYSIS TUHH

Fourier-Reihen und trigonometrische Polynome.

Definition:
e FEine Reihe der Form
ao - : :
f(t) = > +Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)
k=1
heisst Fourier-Reihe (oder trigonometrische Reihe). Dabei sei

27

= — > 0.
T
e Die zugehorigen Partialsummen
ao — : :
f(t) = 7—|—Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)

k=1

der Fourier-Reihe f(t) heiBen trigonometrische Polynome vom Grad n.

\/(Ohdvfjvn%? T e welcda Q ? ()h Welchor  Norm ¢ ]
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.

e Es gilt die Eulersche Formel
6-\X:C:=S(_>()_\.I.S"lﬂ( %)

e™ = cos(x) + isin(x) fur alle x € R,
Zj\* :Cof&.(x\_h\g-\n(%j
womit
| : ]
cos(x) = (e +e ) und sin(x) = = (e —e )

2

\\\

e Damit lassen sich die trigonomet?ﬁchen Polynome wie folgt darstellen.

On Sk_,j\“ A

fult) = =2+ Y lay/cos (kw z+ bysin(kwt)] <

k: 1 -

_ Qo T i -akj”(/eikwt 4 —1kﬁ) bk ( ikwt e—ikwt)]

Zd\g O~ —Src.hg- S

\r\c_,-\r:_(/‘\ L,QD*M:LW

mn - . .
ao ax — 1byx ax + 1bx
L 4 § elkwt 4+ e itkwt

2 &= 2 — 2
“~ B — —
Xo ’D/bc 7-—— K
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.

e Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als

fr(t) = )  yre™! firte R
k=—mn
mit den Koeffizienten
] 1 . 1 )
Yo = 5 0o, Yi = E(ak —iby ), Yok = z(ak + iby),

womit gilt
ap = 2vo, Ak = Yk + Y-k, bx = ilyk —v—«x).

e Fiir die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

IKUIt ikwt ikwt -
f(t) _nll_r)nOO Z Yie Z Yie Zyke fir t € R.
-n k=—o0 keZ

Wichtige Frage: Konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder gleichmaBig)?
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