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10.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen Als o
n m (’o\\} nor~
R(x) = w wobei  p(x) = Z ax®,  q(x) = Z bx. — —
q (X) . K—0 o\\’ norm

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
;2 Xjk;
R = ) )
x) = pilx *Z[x_xjr b |
+ Z LA Lt | NS 41 B 1o =
j=mq+1 ((x—aj)2+b).2) ((x—aj)2+b].2>
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BS‘O-‘ XH*XE_%L)(L:: R (%)
Erlauterungen. %24 X

e Ohne Einschrankung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen.
also @ orst \,(‘-hf"‘-'-"""

e Das Polynom p1(x) tritt nur auf, falls x4 LX)
R (%) />‘ (7( *

deg(p) > deg(q). A

In diesem Fall berechnet man p(x) mit Polynomdivision, und es gilt

W wvnnov
@ [alls srad (T awWwr ) > 5‘-0“; o

(x)
pqz(x) = R(x) —p1(x) — p(x) =pi1(x) - q(x) + p2(x),
3 L . 2. A ) =
_ X" L x o (x4 4+ 1
mit deg(p2) < deg(q). -_>_—f T =~
| =3 X ~__
e Das Nennerpolynom q(x) besitze — '
<< 4 <
o die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;; jz, LA C .
— " Rend

e die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k; r=
und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.

A
cAL;{c,/ - Xg—\'K _‘.L* -(7( A_/\)(x_\,/\).i-)‘

—
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u c 17N ‘Ono\ = ¢ '
A (jal? c Y & le Flet . R(X)_ ) mit S"“A(P)43ra\3(°ﬂ 'ln\'jfic/(m

W(x)
x_L+4 A
A & —hen Aee T
2 X = o T—_Q\lt., NS
X Q,oa\X\+C- U= 4
J ! ""O.c)x: S___/.\._--c;\’* w= *= %
(X—'DL\ U\x ’() d\"" A
\A X )= —
QA x
CAQ-:;'X

'Fol',r_, 42.2.
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XL‘

=
S%ZAX -‘rg{:':;_"sx = j;\-—.kxc-\(&_Jx

2
O\V\&\OD S 2 <+ A e&)( _ g O\Qx_tA\_{.E J)(

(K-L'\)z' (><_4_4)7—

3_05% AL
(x A) J— c\ < = \ — ™ N
) Sé : D= (%« n) (>+ %)
(x-a.

(x*h)l /\)

- ——

N ‘-*-” S/’b//(. fm Nf—MnW _—) A'ns‘o.'l,!

P (x) J. Le éé\cfw
(k=)
A
P(K) ____O\A N AN 2 . o L _:
(x - o) (- o) (x =) * (X =)

— TFalic MK
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= » = J - ZX—‘-L('

N(/ﬂhwmu//f/'L//m BS‘O Ij * X
(< = AN (x+1)

@ N _\—__‘o m

An5a+Z: (Z‘:L)(XM) = < _ A —< A
i #K*-*\(**’\ﬁ
T 7 x + 4 :O\g,(_.,/\)_.,\o(x._,/\) V%Q@\
o =3
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Ansatz der Partialbruch-Zerlegung.

nj
X1 X2 Kjk;
R(x) = : : . J
(x) 131(x)+j [(X_Xj)+(x_xj)2+ +(x—xj)kJ]
n, _— i
‘Yj]X—I—(Sj1 ij.x—l—{)jk.
+ ) OREE (i JJkJ
j=mi+1 ((x —aj)? + bf) ((x —aj)? + bjz)

Obm‘. (7‘—('3))’“{'41
Unbekannte Parameter, die bestimmt werden miissen:

Xigy j=1 ..., {=1,...,k;;
Yity j:m+1,...,n2,€:1,...,k)-;
6jg, j:m—|—1,...,nz,€:1,...,k)-.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,
die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel. Betrachten die rationale Funktion

R(x) _®

S < e TR h)
e Ansatz:
R(x) >
x“ + 1
= l—x) = X(X +1)0€1 (x* + oz +x*(y1x + 87)
e Ausmultiplizieren: O O
—— — A A

]

o]_ — 3 v
O. ><3+Q>< X x = (o1 +v1)x +(oc2+61) +oc1x+cx2

e Koeffizientenvergleich:

—
e / -“;

x1+v1=0, o2+ =0, o=—-1, =1

———

e Partialbruchzerlegung:

1 1 X — 1
R(X)__;—i—xz_l_xz—l—f
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

Typ |: Polynome:
S S
Z K 1o Z Ck  _k+1
J CkX dx = k—HX + C

Typ Il: Inverse Potenzen:

)
q log(|x — xo|) + C furd =1 (
X
= <
J X — xa)C 1 1 .
( 0) 1_@.(X_XO)€_1+C fir{ =2,3,...

\
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ II:
1 i}
IE:ZJ(XZ—F])Q dx fur £ € N
o Fiir £ =1 gilt
1
_ILZJXZ—H dx = arctan(x) + C
e Fiir { > 1 kann man I; wie folgt rekursiv berechnen.
L= |3_201 -~ fiir =23
T 20— S R o
—_ >
y / (2 -%)+, - l
L - 8 A
I“Sm** 2 (- x T !
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Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x% + 1 in

2x du ] 1
J(x2—|—1)€ dx = Juﬂ Tl ub! ¢

1 1
T 1= (1) ¢

e Partielle Integration:

2 (
o= 1)“ o= | H)edxzjx' 2 I

S

x% + 1 x% + 1 2 (x2+) _
x T x 1 U
T 20— 0R2+ )T 2(1—0) e+ L
Somit:
= [(3—2%_1— X ] firt=23,.... M
201 — 0 (x2 + 1)¢T >
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV: o
©) —
cx +d C /Z(X—(l) dx
sdx =3 ¢ dx+(d+ca) ;
((&x—a)z—l—bz) 2] ((x—a)?+1b2) ((x — a)? + b?)
A
e Erstes Integral:
Ix —
J (x—a) sdx = Jd—lg/ mit u = (x — a)? + b2,
((x — a)? + b?) u
( log (I(x—a)2+b2!)+C fur £ =1
=\ 1 )
T . 2€_1+C fur{=2,3,....
. Tt ((x—a)®+b%)

e /weites Integral:

J dx ] J dt it X—a
TNe—
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2.
~ 5+3x + X
™ . R(x) -
Beispiel. X (xt2ne5)
Betrachten erneut die rationale Funktion -
1T —x j
R(x) = x2(x2 + 1) i " ((x=NF Ly
1 1 X — |
T ox Tty e e Cx e
> =< & X _LwsS
Somit bekommt man — =
dx dx 1 2x dx
JR(X)dX B _J7+Jx_2+zjx2—|—1 _sz—l—l
1 1
= —log(|x]) — - + 5 log(x? + 1) — arctan(x) + C

_ 2 S
O\X()(&__Lx-\-5> "r(" (x =1+ ) |

o T (et S)

& 4+ 3x 4 x*

)
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O\X(XZ#ZX+S>+B(X1_2’)<+.§)+ (C)(_f,cl)x :'3+3)<+X

AKX PI— T o xE o Soex ¢

- -2
Koefflaverglod =5  ==b=" c=-A, &

_ X+ 2 Iy = (—-;_-_)2(34-—-/\) + 1 .
_ AP 4
(x,.A)2’_+L\ Coc— N &

- ( Dy B G « (x-M)
- 1
o= (X-A) +
A Sy ]
- _ A4 g i Jc»_,r :\& A(X’A) eny - .
i /\-&-v:‘f Jc o
+* T =
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Substitution bei verwandten Integralen.

Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.

° Setze(t = eX|in s > y

JR(eX)dx:J@dt R(e*) = ¢ +© </

e
+
e Mitt= tan(x/Z) bekommt man Lol
T
_tZ Zt = 4
cos(x / und sin(x) = L
w 1 +t2 A (x )
S\~ A
und somit durch Substitution in s (%\—t_ o
11—t 2t 2 BT
JR(COSX,SinX)dX:JR<1 2T tz) 2 dt
2T+ 1412
A < -
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10.5 Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale, d.h.

e Integrale liber unbeschrankten Bereichen

JOO f(x) dx J:O f(x) dx JOO f(x) dx.

a — 00

e Integrale iiber unbeschrankten Funktionen mit Singularititen am Rand

—

b
J f(x) dx wobei f: (a,b] — R stetig oder f:[a,b) — R stetig

@ y)

Z A
A -1/ -
A ) ' 2 =Qw = =2
Bse S A I3 ~ < 2d = |
—) = o
o IR z 4 >+
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f: D — R mit D C R heiBft 1okal integrierbar,
falls f liber jedem kompakten Teilintervall [(1z b] C D integrierbar ist. []

Definition: /st eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber [a,c0) bzw. (—oo, b]

bzw. (—o0, 00), so definiert man

J-f(x)dx = |lim f(x) dx
a H a

b b
J f(x)dx := |im J f(x) dx

oo y——oo Jy
Jo} f(x)dx := Ja f(x) dx + JOO f(x) dx fiir a € R.
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber (a,b] bzw. [a,b_L

bzw. (a,b), so definiert man S o el /:D&(. q;;cm/(’o(l
b b \~
J f(x)dx = |lim J f(x) dx *=O
Ja y—at y
b T "

—b—

f(x)dx = lim J-f(x) dx *=

o
««

I—

Aly A

|
be(X) dx = J f(x dx—I—J f(x) dx firce(a,b). w=anrb
)
o

A
_AS 2 Jo (x=4) 7 w (x=*)
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5 >o é+ 12720
Ein Beispiel.
Betrachte das uneigentliche Integral
S ™ > A
J1 X—(X dx. oA > o
a > S
Wegen % = oo
(] ] .
1 -+ C fir oo > 1 N =
J—dxz o — 1 x&=! R
X(X
log(|x]) + C fir o« = 1
. . . = A AN-ol > ©
konvergiert das uneigentliche Integral o
AT e
< o -A X = OP
fir o« > 1 und divergiert fiir « = 1. |

<

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 131



o KAPITEL 10: INTEGRATION TUHH

_P (x) = -g (->)
Ein weiteres BEISpIel Betrachte das uneigentliche Integral SQ( %) S =

()

J xle™*" dx. 2 (gen e

Es gilt

00 0 %) 00
Jf xle ™ dx = —J xe X" dx + J xe X dx =2 J “xe ™ dx,

> 0o S —
und weiterhin A (—é—,“ \il
/’/\
JyXe_X2 dx = 1Jyzeudué - mi€ U = x? f-%:-' &
O______-———————)a" 2 0 =%
o \I/‘ —y‘Z 1 Sw = 2 S %
= z(]—e )—)z firy — oo RS
Somit gilt 3 2 y A .
JOO|X|6 dx =1 =< 6:\1_\_,_2_5.5‘_: %JV\
H
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Konvergenzkriterien.

Satz: Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:

(a) Das uneigentliche Integral fzo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

z2
Ve>0:dC>a : Vzi,zo >C : |J f(x)dx| < ¢

Z1

(b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

JOO (x)] dx

a

konvergiert, so konvergiert auch das uneigentliche Integral

JOO f(x) dx.

a
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Majorantenkriterium.
Satz: Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:
(c)
Vx @ [f(x)] < g(x) und J g(x)dx  konvergent
— J f(x)dx  absolut konvergent
(d) Weiterhin gilt folgende Umkehrung:
Vx : 0<g(x) < f(x) und J g(x)dx divergent
— J f(x)dx divergent.
]
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Beispiel: Das Dirichlet-Integral

Betrachte das Dirichlet-Integral

I:J sin(x) dx.
0 X

S
|
x|=

Das Dirichlet-Integral ist konvergent, denn es gilt

FZ sin(x) d — 92 _JUZ cos(x)
X B X X2

_cos(x)

dx

Y1 Ui Y1

. e .
und somit TIWS

Jyz sin(x)

1 1 vz ] 2
dx §—+——|—J —dx=——0 ﬁjry1—>oo.

7 yiovz Jy I Ye
_co3(We) . Cos (Y1) B ms(g) g_%a\,( \ []

Bemerkungen: \/JL\G—\L Y 5
T~

e Das Dirichlet-Integral ist nicht absolut konvergent;

X

Y1

5SS

e Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert 1 = 7t/2. []
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Beispiel: Das Exponentialintegral

e Betrachte das Exponentialintegral L -0

X et Q.H
Ei(x) ::J Tdt fir x < 0. =

Wegen limi_,_,, tet =0 gibt es ein C > 0 mit |te'| < C fiir alle t € (—o0,x],

und somit gilt

et| [te'] - C
t] t2 Tt
Mit der Konvergenz des Integrals
X
1
[ La
o

folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0 aus

dem Majorantenkriterium. H
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Beispiel: Die Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion I': (0,00) — R ist definiert durch

INx):= J e 1t T dt fur x > 0.
0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von I'(x) singular. Mit
et <t fir0<t<1
folgt jedoch in diesem Fall

t=1 1 1
= —(1—¢") — — fure — 0+.

1 1
J 1 dt = —t¥
X X X

£

t=¢

Die Konvergenz bei t = co zeigt man wie beim Exponentialintegral:

C

e—ttx+1 )
< — fir 1 <t < oo.
tZ

tZ

—ttx—1 ‘ _

e

Mit dem Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von I'(x) fiir x > 0.
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Weitere Bemerkungen zur Gamma-Funktion.
Die Gamma-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
FNx+1)=x-T(x) x >0
und es gilt
Nt =1.
[]
Folgerung: Es gilt
'Mm)=Mmn-—1)! fir alle n € N.
H
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