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\/o/[C’,Sunj 19.5. 2014 (K':""‘")

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x). D.hL. (=) = {(")

(b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
J f(t) dt = F(b) — F(a).

a

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 20@)177 ARMIN ISKE 403“]2



A KAPITEL 10: INTEGRATION ‘ TUHH

Bemerkungen.

e Teil (a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen f(x).
An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur einseitig
differenzierbar mit

F(x )= lim f(x) und F(x")= lim f(x).
X—X x—xt
F
e Eine Stammfunktion ‘einer Funktion f(x) nennt man das unbestimmte

P
—

Integral von f(x) und man schreibt F_r Q

C4q4 F= Jf(x) dx
Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

(%V‘J(/l)/:(\r\*/\)xm \OSE(X)O\X _ F(le)-F () -

Xh-ﬂ‘ \/ J— )QV‘ (0

—

——

ANALYSIS H\ VLA ) TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 104




UH
o KAPITEL 10: INTEGRATION TUHH

Beispiele. Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante.
= o\ S - -\(‘(_Q_\,\\-Q_ S{Axr& O\\o\ux'uv-\

/
1 <_.-{‘--"—‘ Xn-*4> =
an dx = —x""14C fir n #£ —1, \ " *"
— Tl—|—] { n
1 - A (x‘"“\ _(n4r)x
J;dx = loglx|+ C fir x 20 Ny A N
—le
Jsin(x)dx = —cos(x)+ C S-—L—; d :XX S x
X v
i A
cos(x)dx = sin(x)+C i N
= — WK A
r K‘{:A
tan(x)dx = —log|cos(x)|+ C fur cos(x) % 0
JP Uﬂb \ X ‘ +C
cot(x)dx = log|sin(x)|+ C fir sin(x) #0
] 2k + 1
J 052 (x) dx = tan(x)+C flir x # ( er i mit k € Z (e s)
s N X
— 4_\,( -
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Weitere Beispiele.

]
J ———dx =
sin“ (x)
[ ]

—cot(x) + C fir x Zkmmit k € Z

arcsin(x) + C fur x| < 1

log (x+ 1+x2> + C

Tz
P ] dx
J V1 +x2
P ] dx

Vx2 —1

[ ]

= Iog‘x—l—\/xz—1‘—|—C fur |x| > 1
dx = arctanx+ C

J 14+ x2
(] 1 1+x

= —| f 1.
d1_xzdx 20g1_ + C ir |x| #

]
Jeaxdx = aeax—kC fir a # 0.
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A KAPITEL 10: INTEGRATION TUHH
Noch mehr Beispiele.
] )
bedx = b* + C fir b > 0,b # 1.
log(b)
Jlog(x) dx = x(log(x)—1)+C fur x > 0.
Jlogb(x) dx = X (log(x) — 1)+ C fir b > 0,x > 0.
log(b)
Jsinh(x) dx = cosh(x)+ C
r X 2X
cosh(x)dx = sinh(x)+ C (=S (C ) 2 Ix
tanh(x)dx = log(cosh(x))+ C
.
coth(x)dx = log(|sinh(x)|)+ C fir x £ 0.
J
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Wichtige Integrationsregeln.
Satz (Linearitédt): Sind f, g : [a,b] — R stiickweise stetig, so gilt
J(ocf(x) + Bg(x)) dx = och(x) dx 4 f3 J g(x) dx
fiir alle o, 3 € R. H

Satz (Partielle Integration): Sind u,v: [a,b] — R stetig differenzierbar,
so gilt

Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation: (u-v) = u'v+uv'. &
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x
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m
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c,d] — R stetig mit
Stammfunktion F(x), so gilt

—

Jf(h(t))h’(t) dt = F(h(t)).
Fiir bestimmte Integrale erhalt man somit

b h(b)
J f(h(t))h'(t) dt = F(h(b)) — F(h(a)) = J f(x) dx.

a

Beweis: folgt direkt aus Kettenregel der Differentiation:

d

7 (F(W)) = f(h(t)) - (1),
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Beispiele.
e Linearitat:

J(28x3+1zx2—2x+3) dx = 7x* +4x3 —x? +3x+ C “

/ — (o he X w=4
e Partielle Integration: gU\V = .V jU‘ \V . ) ,
) A \1':'@- =C_
Jxe" dx:xe"—J-eX \ixz (x —T)e* 4+ C
w V' wv _Jy / X y
e Partielle Integration: v oW Xe e - C
/
—_ W= bc;(:()
Jlog(x) dx = Jl log(x) dx 1=V /
Vi w \| = ¥ W = __A__
] X
— x-log| )—Jx.—dx
= x(log(x) =1)+C
]
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.
/

(A V V = _cosx)
1T = Jsinz(x)dx = Jsin(x)~sin(x)d7i_’ gc,os(,é)(.-cpscx\\ Ao
_/ﬂ_h/
= sin(x)(—cos(x)) + Jcosz(x) dx
VY
— —sin(x)cos(x)JrJU—sinz(x))dx T
T = ——Sl\ﬂ("‘)Cas(%\‘fj/léx-—-_L - 3 |+‘_
— Zpsinz(x)dx — —sin(x)cos(x) +x+ C
J‘__’—/"_E
— sin?(x) dx = %(x—sin(x)cos(x))nLC
J
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\i/\_ 2 ¢ Tdee . K weldlos

Ein Beispiel zur Substitutionsregel. <\ A-3 apesTet?

Substituiere x = = acos(t) in \ir %) (m

J- \/1 (x/a)? J \/1 — cos?(t)(—asin(t)) dt, ¥ - o CO?E‘I-)
Hs.«uc T (L esm b b

denn ,
dx=—asin(t)dt  h(0)=a_und him)=—a. S --OS" (t)
Somit gilt _ o ysetkdl oo J: shr e
J \/1 (x/a)? = J \/1 —cos?(t) (—asin(t)) dt
n a _ c;z.s({')
AdJd. L eor om —7 L o
o< (2E) _ A= LsiA" (k) = al| sin“(t)dt _o
0
N '(\:._._ A_C‘QS'(ZL) 7t "N
sint T ) = S(t—sin(t)cos(t))| ==, ¥
| L 2 o 27 -T2 —wes(®)
a§<1_ L L oesiab))d e
= ) 2 _(_I:'n []
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x=t*

Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel. 3« . ¢

Jt gzt

Substituiere x = h(t) =t%, d.h. t = /x fiir x > 0 in odur : N
P
f@ tht =t =x
Jt -
denn es gilt { —_ M« Z’:A
VARV h()_Zt.JC L S 2 20x
k _ N Se, L d
Daraus folgt 3‘2’ bdb =)t f “J A& y
Z 2kt et L C — = -—-—-—;l'_":
I / Jeﬁ dx = |e'2tdt e e
&U\V:U\‘\!“' V.= L
= o ¥
A = i U = A{: — JY
t ¢ VR 2t g
[]
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Bemerkung.

e Nicht jedes Integral lasst sich explizit “losen™, d.h.
e nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

e manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von

elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:

Si(x) = J smt( ) dt (Integralsinus)

0
f(x) 2 Jxe—tz dt  (Fehlerfunktion)

erf(x) = — ehlerfunktion
VT o

E(x,k) := J(] — k? sin? t)i% dt (Elliptische Integrale)
0
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Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f: la, b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar und p(x) > 0 fiir
a < x <b. Dann existiert ein & € [a,b] mit

L

|
<

19

b

J: f(x)p(x) dx = f(&) L ]?O(x) dx. . L
bffrm Wooe - £O) [adx =4 () x| =42

(o

5,0(: 1?(.” “’-:-': U
Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > 0 folgt:

min(fla, bl) - p(x) < f(x)p(x) < max(fla,bl) - p(x).

Integration iliber [a, b] liefert:

b b b

f(x)p(x) dx < max(fla,b]) - J p(x) dx.

a

min(f[a, b]) - J p(x)dx < J

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. Il
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fiir den Spezialfall p = 1 gibt es ein & € [a, b] mit

Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) —F(a) = F(&)(b—a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgt der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F(&) = fur ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor. Man erhilt die Taylor-Entwicklung einer

Funktion f € C™*! um xo durch n-fache partielle Integration: . (X-JC)O _y
f(x) —f(xp) = JA.f’(t) dt :J (x —t)°f/(t) dt (o
X0 X0 g_.w...'—// — \[ _ X(th)ét
x Y A - L
= (x—x0)f'(xo) +J (x —t)'f " (t) dt W=~
X0 g\___":‘_ --A
12 X ét
f 1 1224
= (x —x0)f (x0) + (x —x0)? (ZXO) + ZJ (x —t)%f  (t)dt
X0 o &\:Q
\ = S“‘I (-4) .
n (k) = \"_ii - (-A\
f 1 (" S =
— Z (’XO) (x —x0)* + — J (x — )T (1) dt. /
— k! nl Jy, - (x- £)
— A

Daraus bekommt man die Lagrange-Restgliedformel aus Mittelwertsatz:

% J (x—t)“f(””(t)dt:(nlnv FFD(E) (x—xo)™ ! fiir ein & € [xo, X].
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"

o = q[(xo) s (x-x2) fOs Yiﬂjffﬂw' (X:j?@

" . |
N
Yo ) g//( )
/ A (7( %) Xe
) (x-“’) (x-) + -
= 'F( ) 4’/_/—\t/ T2 (X %5)
P g(\ufc)l 4/// (£) It
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M \,\] S R I~ = .--V:-‘ _q» ( i ) )(o()ij ht g( (i) (h.y/i)K"\)
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10.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen Als o
n m f’u\\} norn
Re) = 2% i p(x) = D) axk, qx) =) bix*. — —
q (X) k=0 K—0 fo \\’ norm

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
! x x Kk
R(x) = + [ L 2 ]
= (x—%)  (x—x%5)? (x —x4)"
11%]

Yj1X—|—5j1 ij-x+6jk-
+ ) St ! 3
j=mq+1 ((x —aj)? + b).2> ((x —aj)? + b]?)
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Kf__f.f-z A < Bse KU o= ex® = Rx)
aoe L
Erlduterungen. ) 4 %2 X (A 1 )

x YN
e Ohne Einschrankung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen. SalRd
aAlso @ orst o

X ¥ A

e Das Polynom p1(x) tritt nur auf, falls v,
— A(x)=

deg(p) > deg(q).

In diesem Fall berechnet man p;(x) mit Polynomdivision, und es gilt‘_mé N nor
@ [als srad (AW ) 7 D

(x)
pqz(x) =R(x)—pi(x) <= plx)=pi(x)-qx)+p2(x),
2 z (%) = )<+@
_ X4 X 4 L¥ @
td d : —
mit deg(p2) < deg(q) o3 4 X
e Das Nennerpolynom q(x) besitze T 1>
—
e die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit kj;x* =2 — , = Qi
o die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k; =2
und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;. h,(x)' J’
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