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A INHALTE ANALYSIS 11 TUHH

Inhalte Analysis Il.
e Fixpunkt-Ilteration.
e GleichmaBige Konvergenz.
e Potenzreihen.
e Elementare Funktionen.
e Interpolation.
e Integration.
e Kurven und Kurvenintegrale.
e Numerische Quadratur.
e Extrapolation.
e Periodische Funktionen, Fourier-Reihen.

e Schnelle Fourier-Transformation (FFT).
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o KAPITEL 7: FIXPUNKT-ITERATION TUHH

{ Fixpunkt-lteration

Ziel: Iterative Lésung der (nichtlinearen) Gleichung f(x) = 0.
Moglichkeiten:
e Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung)

e Newton-Verfahren,

f(xx)
£/ (xx )

Xk+1 = Xk — fﬂrk20,1,2,...,

Iteratives Verfahren: Fixpunkt-Iteration mit stetiger Verfahrensfunktion @
und Startwert xg , so dass

Xk+1 Z(D(Xk) fUI’kZO,],Z,...
mit Grenzwert

x* = lim xxp1 = lim O(x) =D < lim xk> = O (x™).

k— o0 k— o0 k— o0
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Grundidee der Fixpunkt-Ilteration.

Lose statt f(x) = 0 das Fixpunkt-Problem
x = O (x)
mit der Fixpunkt-Iteration

Xk4+1 :(D(Xk) fUI’kZO,],Z,...

Beispiel: Newton-Iteration. Hierbei ist

f(x)

D(x) =x— )

ABER: Verfahrensfunktion @ ist im Allgemeinen nicht eindeutig!
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A KAPITEL 7: FIXPUNKT-ITERATION TUHH
Beispiel.
Suche im Intervall (0,7t/2) die (eindeutige) Nullstelle von
f(x) = 2x — tan(x).
35 y=tan(x)
Losungsmoglichkeiten:
e [teration mit x = %tanx = @1 (x)
e lteration mit x = arctan(2x) = @, (x)
ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 6
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Ergebnisse der beiden Fixpunkt-Ilterationen.

e Betrachte lterationen

]
XK1 = ztan(xk) und  Yk+1 = arctan(2yy)

e Waihle als Anfangsnaherung in beiden lterationen
xo=12 und yp=1.2
e Beide lterationen konvergieren im Grenzwert fiir k — oo, aber

lim x,x =0 und lim yx = 1.165561185

k— o0 k— o0

e Berechne die Iterationen mittels eines Computerprogramms

Bemerkung: Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt ab vom Abstand

XK1 — XK

zweier benachbarter Folgenglieder.
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Definition: Sei (V|| - ||) ein normierter Vektorraum. Eine Abbildung ® : D — V,
D C V, heiSt Lipschitz-stetig auf D, falls eine Konstante L existiert, so dass

|O(x) =@yl <Llx =yl firallex,y €D.
Die Konstante L nennt man Lipschitz-Konstante. []
Definition: Eine Abbildung ® : D — V, D C V, heifit kontrahierend, falls ®

Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1. Man nennt in diesem Fall L die
Kontraktionskonstante von O. []

Bemerkungen:
e Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

e Falls die Abschatzung
|O(x) =@yl <[x—y|  firallex#y
gilt, so ist @ nicht notwendigerweise kontrahierend. []

Beispiel: Die Betragsfunktion |- | : R — R ist Lipschitz-stetig auf R mit L = 1.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 38



y TUHH

H KAPITEL 7: FIXPUNKT-ITERATION

Satz: Jede C'-Funktion @ : [a,b] — R ist Lipschitz-stetig auf [a,b] mit der

Lipschitz-Konstanten

L =sup{|®'(x)] : a <x <bl

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

D(x) — D(y)| = |D'(&)Ix —y| < L|x —y fiir alle x,y € [a, b].

Beispiele:

e Die Sinusfunktion sin(x) ist Lipschitz-stetig auf R mit L = 1.

e Der Logarithmus log(x) ist Lipschitz-stetig auf [1,00) mit L = 1.

e Die Exponentialfunktion exp(x) ist Lipschitz-stetig auf (—oo,0] mit L = 1.
e Die Exponentialfunktion exp(x) ist nicht Lipschitz-stetig auf [0, c0).
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o KAPITEL 7: FIXPUNKT-ITERATION TUHH

Satz (Banachscher Fixpunktsatz):

Sei (V,|| - ||) ein vollstindiger normierter Raum (Banachraum). Weiterhin sei

D C V, D #£ 0, abgeschlossen und ® : D — D eine kontrahierende Abbildung

mit Kontraktionskonstante L < 1. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau einen Fixpunkt x* von © in D, d.h. ®(x*) = x*,;

(b) Fiir jeden Startwert xo € D konvergiert die Fixpunkt-Iteration
Xk+1 :(D(Xk) fUrk:O,1,2,...

gegen den Fixpunkt x*;

(c) Es gilt die a priori-Fehlerabschitzung

LTI
=% < T It = olf
und die a posteriori-Fehlerabschdtzung
L
[xn —x*|| < T—-L [xn —xn—1].
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Beweis: (b): Sei xo € D beliebig. Dann gilt x,, = ®(xx_1) € D fiir alle k € N.
Somit ist {xk}xen, eine Folge in D, wobei gilt

X1 — x| = [[O(xi) — Pxr—1) || < Lfxi — xxe—1]l-
und somit
X1 — X || < T x — x| fir k > n.

Fiir m > n > k ergibt sich daraus

me — XTLH — ”(Xm — Xm—1) + (Xm—1 — Xm—Z) + ...+ (Xn+1 — Xn)”
m—1 m—1
< Z X1 — Xk || < (Z Lk““) [Xn —Xn—1]
k=n k=n
- L
< {20 e —xncll = gl — x|

j=1
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A KAPITEL 7: FIXPUNKT-ITERATION TUHH
Weiterhin
L L™
xm =%l < = lxn = Xn | < %1 = %ol
womit [n
Jim e =l = lim_ =[x = xofl =0,

{XkJken, ist Cauchy-Folge mit Grenzwert x* € D, d.h. limy_,c0 Xx = X*.

Wegen der Stetigkeit von @ und mit xy1 = @ (xx) folgt daraus x* = O (x*).

(a): Angenommen, es gdbe einen weiteren Fixpunkt x** € D, mit x* # x**.

Dann folgt der Widerspruch

I =X = [[@ () = @) < L™ = x7[| < [x™ =7

(c): Folgt sofort mit

L
1—-L

X" —xn| = lim [[xm —xn|| < [Xn —xn—1]| <
m—o0

Ln
1—-L

X1 —xol-
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Beispiel. Berechne Fixpunkt von ®(x) = 0.1 - exp(x) auf D = [—1, 1].
Uberpriife zunichst die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes:
e D ist nichtleer und abgeschlossen;
e esgilt 0 < ®(x) <0.1-e< 1 undsomit ®(D) C D;
o esgilt |[D'(x)] = D(x) <e/10 < 1 fir alle x € D;
e somit ist @ kontrahierend auf D mit L =¢/10 < 1.
Damit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Berechne nun den Fixpunkt x* € D von @ mit der lteration xx1 = O (xy).

Setze xo = 1. Dann bekommt man x; = 0.2718281828..., und es gilt

|x x*| < L X1 — %o
n = 71_1L 1 Ol
Fiir ¢ = 107° bekommt man damit
X, —X¥| < € furn > 11.
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8 Potenzreihen und elementare Funktionen

8.1 GleichmadBige Konvergenz

Definition: Sei (f,,)nen,, mit f : D — C fiir D C C™, eine Funktionenfolge.
Dann konvergiert die Folge (fn)n_N,

e punktweise gegen f: D — C, falls gilt

lim . (z) = f(z), fiir alle z € D.

n—,oo

e gleichmaBig gegen f: D — C, falls gilt

lim ||f, —f||lcc = 0.
n—,oo

Bemerkung: Aus gleichmiBiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. []
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Gegenbeispiel. Betrachte die Folge (f,,)nen stetiger Funktionen mit

1 —nx fir 0 <x <1/n,
0 fir 1T/n<x <1.

0 1 1

Der Graph von f, (x).

Die Folge konvergiert punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion

] fir x =0,
0 fuir0 <x < 1.

f(x) =

Allerdings konvergiert (f,, ), nicht gleichmaBig gegen f, denn es gilt

[T — f|loo =1 fur alle n € N. []
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Satz: Falls eine Folge (f.)n stetiger Funktionen f, : D — C, D Cc C™,
gleichmaBig auf D gegen f: D — C konvergiert, so ist f stetig auf D.

Beweis: Zeige die Stetigkeit von f in zo € D. Sei dazu ¢ > 0 gegeben und n
hinreichend groB3, so dass
[fn — flloo < €/3.

Wahle 6 > 0 hinreichend klein, so dass
fn(z) — fulzo)l < €/3 fir alle ||z — zo|| < 6.
Dann gilt

f(z) — flzo)l < [f(z) — fu(2)] + [fn(z) — fulzo)| + [fr(zo) — f(2z0)]
< €¢/34+¢/3+¢/3=c¢

fiir alle z € D mit ||z — zp]|| < 9. u
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A KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

Das Majorantenkriterium von Weierstral3.

Satz: Sei (fn)nen, eine Funktionenfolge mit f,, : D — C, D C C™, und gelte
Ifo(z)| < b, fiiralleze D  und Z b, < 0
n=0
fiir eine reelle Folge (bn)nen,. Dann ist die Reihe

f(z) = ) fulz), fiir z € D,
n=0

gleichmaBig und absolut konvergent auf D.

Beweis: Punktweise und absolute Konvergenz folgen aus dem
Majorantenkriterium fiir Reihen. Die gleichmaBige Konvergenz folgt mit

0 0

m oo
) fl@)—fl2)|<| Y fa@)|< ) Il < bn <e
n=0 n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

und dem Cauchy-Konvergenzkriterium fiir unendliche Reihen. |
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H KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

Folgerung: Sei (f;)nen, eine Folge stetiger Funktionen mit f,, : D — C,
D Cc C™, so dass

f(z) := Z fn(z), fir z € D,
n=0
gleichmassig konvergiert auf D. Dann ist f stetig auf D. []

Vertauschbarkeit Differentiation und Summation.

Satz: Sei (f)n eine Folge differenzierbarer Funktionen f,, : (a,b) — R, so dass
f(x) := Z fo(x) und g(x):= Z 1 (x), fiir x € (a,b),
n=0 n=0

gleichmaBig konvergent auf (a,b) sind. Dann ist die Funktion f differenzierbar
auf (a,b), und es gilt ' = g, d.h.

d — = d
- Zofn(x) — Z afn(x) fiir alle x € (a,b).

n=0
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8.2 Potenzreihen

Definition: Eine Reihe der Form

f(z) = Zak(z—zo)k mit ax,zp,z € C
k=0
heiBt (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt zo € C. []

Beispiel: Die (komplexe) Exponentialfunktion ist definiert durch die Potenzreihe

exp(z) = Z o z € C.
k=0

Weiterhin: Elementare Funktionen sind uber Potenzreihen definiert:

log(z), cos(z),sin(z),...
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Taylor-Reihenentwicklung.
Betrachte fiir f : R — R, f € C*°, die Taylor-Reihe

(k)
T(x) = Z %O)(x —x0)< mit Xp,Xx € R.
k=0 '

Bemerkungen.
e Die Taylor-Reihe einer C®°-Funktion ist im Allgemeinen nicht konvergent.

e Konvergiert die Taylor-Reihe T(x), so nicht notwendigerweise gegen f(x).

o Falls
— f(k)(XO) Kk
=) —ix—x)
k=0
so nennt man die Funktion f reell-analytisch. ]
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Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Satz: Zu jeder Potenzreihe
o0
Zak(z—zo)k mit ay,zo,z € C
k=0

gibt es eine Zahl v > 0 mit den Eigenschaften

®.@)
z—zol < T — Z ax(z — z0)® absolut konvergent
k=0

0
lz—zo| > — Z ax(z —z0)*  divergent
k=0
Die Zahl r > 0 heiSt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle p mit 0 < p < 1 auf

Ko(zo) ={z € C :|z —zo| < p}

sogar gleichmabig.
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Beweis: Definiere

0
T :=supX [w|: g axw® konvergent
k=0

e Dann gilt 0 < r < 0o und fiir |z — zg| > 7 ist die Potenzreihe divergent.
e Gilt r =0, so ist die Potenzreihe nur fiir z =z (absolut) konvergent.

e Seinunt >0 und 0 < p <. Dann gibt es ein w € C mit [w| > p, so dass

00
E (lka
k=0

konvergiert. Insbesondere ist die Folge (ajw¥)x>o beschrinkt, d.h. es gibt
eine Schranke M > 0 mit

|akwk] <M fur alle k > 0.
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Fir z € C mit |z — zo| < p < W] gilt somit

k k
gz — z0)¥] = [agw| |22 20| < m|Z=20
w W
und weiterhin
z—zo " z—2z
— 40 — 4«0 .
— < |—| <1 fiur alle k > 1,
W w
so dass die geometrische Reihe
00 k
> [
w
k=0

konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium von WeierstraBB konvergiert die

©.@)
D ak(z—zo)*
k=0

absolut und gleichmaBig fiir alle z € C mit |z — zo| < p. N

Potenzreihe
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Die Formel von Cauchy-Hadamard.

Satz: Den Konvergenzradius r > 0 einer Potenzreihe
o
Zak(z—zo)k mit ay,zo,z € C
k=0

kann man mit der Formel von Cauchy-Hadamard berechnen:

1

lim sup ay|

k— o0

T

Beweis: Verwende hierzu das Wurzelkriterium, zusammen mit der Aquivalenz

Vkao:]\‘/‘ak(z—zo)k‘gq<1 & limsup ‘\‘/‘ak(z—zo)k]<1

k— o0
& limsup V/|ax||lz —zo| < 1
k— o0
— | | < 1 n
Z— Z0 :
lim sup {/|ax]

k— o0
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Konvergenz von Potenzreihen.

oo

Satz: Fiir eine Potenzreihe Z ax(z — zo)® gelten folgende Aussagen.
k=0

(a) Falls einer der beiden Grenzwerte

. 1 .
r= |lim oder 1= I|im
k—oo ¥/|ay k—o00

Ak

:

Ak+1

existiert (oder falls v = 00), so stimmt dieser Grenzwert mit dem
Konvergenzradius der Potenzreihe iiberein.

(b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhalt man wiederum eine Potenzreihe,
(©.)
f(z) =) ak(z—2z0)* ",
k=1

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius v der Ausgangsreihe
tibereinstimmt, auch im Fallr =0 oder r = 0.
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Beweis: Der erste Teil von (a) folgt aus der Formel von Cauchy-Hadamard.

Verwende fiir den zweiten Teil von (a) das Quotientenkriterium:

k+1

ax+1(z —2o) Qi1

<1
ax(z —zp)*k

<1 & |z—2z0|

Ak

und somit

Ax+1 (Z—Zo)kH Ak

lim
ax(z —zp)*k

k— o0

<1 & |z—2z0| < lim

k— o0

Ak+1

Zu Teil (b): Berechne den Konvergenzradius mit Cauchy-Hadamard, womit

limsup /k|ax| = limsup v/|ax|

k— o0 k— oo

wegen vk — 1 fiir k — co. Somit sind die Konvergenzradien der beiden
Potenzreihen identisch.
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Beispiele.

e Die Reihe Z k!z* konvergiert nur fiir z =0, denn (k!z*)y> ist fiir z # 0

k=0
keine Nullfolge. Der Konvergenzradius ist in diesem Fall r = 0.

e Die geometrische Reihe Y z* hat den Konvergenzradius r = 1.

k=0
e Die Exponentialreihe Z o hat den Konvergenzradius T = oo.
k=0
: . : . 1 — .
e Aus der Differentiation der geometrischen Reihe ] = Z z" ergibt sich:
T 0
1 O
— = k2" 1 =14224+322+42°3 + ... fur |z| < 1
IEELPE
o — 1ik(k— 1)z 2 = ! (Z+6z+ 122% + ) fir |z] < 1
(1—2)3 2 — 2 o
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Potenzreihenentwicklung des Logarithmus.

e Beachte: Die integrierte Potenzreihe

— a
C+) k—|]—<1 (z—zo)*"!
k=0

besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

0
Y ax(z—zo)~.
k=0

e Anwendung: Die Integration der Potenzreihe

-] (©. @)
=) (=1)*z*  fiir |zl < 1.
=2 (1) ir |z|
k=0
liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion
log(1 4+ x) = i (_”kka fir — 1 <x <1
— k+1 '
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Potenzreihenentwicklung von arctan.
e Weitere Anwendung: Integration der Potenzreihe
4 arctan(x) = 1 — i(—ﬂkak fir — 1 <x <1
dx 1+ x?
k=0
liefert Potenzreihenentwicklung
arctan(x) — i (_1)k sz_'_] fir — 1T <x < 1.
2k + 1
k=0
Bemerkungen:
e Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises K, (zg) stetig.
e Reelle Potenzreihen sind C°°-Funktionen auf (xg — 1,X9 + 7).
e Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor-Reihe liberein:
— f(k)(XO) K .
f(x):ZT(x—xo) fur |[x —xol <7
k=0
ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 29



UH
H KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz.

e Identitatssatz fiir Potenzreihen: Sind

Zak(x—xo)k und Zbk(x—xo)k
k=0 k=0

reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (xog — €,x0 + €) die gleiche

Funktion darstellen, so gilt

ax = bk fur alle k > 0.

e Abelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form
O
f(x) =) arlx—x0)*
k=0

sind lberall dort stetig, wo sie konvergieren, insbesondere in den
Randpunkten ihres Konvergenzintervalls. []
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Beispiel.

Die Reihe

Iog(1+x)=Z(k_|_)1 Xt fir —1T<x<1
k=0

konvergiert auch fiir x = +1. Somit ist nach dem Abelschen Grenzwertsatz

insbesondere die Gleichung

I _ - (_1)k k+1
k=0

giiltig. Daraus folgt die Darstellung

— (—1)¥
log(2) = Z .
k=0
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Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Satz: Seien i, N
f(z) = Z az®  und g(z) = Z by z*
k=0 k=0

Potenzreihen mit den Konvergenzradien v1 > 0 und v > 0. Dann gilt:

(a)

f(z) + g(z) = ) (ax + by)z¥, fiir |z| < min(ry,72);
k=0
(b) )
A-f(z) = Z Aaz, flir |z| < 1 und mit A € C;
k=0

(c) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen

00 k
f(z) - g(z) = > () agbkg> A fiir |z| < min(rq,12). ]

k=0 \{=0
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Weitere Rechenregeln fiir Potenzreihen.
Satz: Seien f(z) = Y - 5 axz" und g(z) = Y _\°, bxz" Potenzreihen. Dann:

(d) Ist £(0) =0, so laBt sich die Potenzreihe f(z) in die Potenzreihe g(z)
einsetzen, d.h. es gibt ein r3 > 0 und eindeutige Koeffizienten ¢y, € C mit

(gof)(z) chz , o fiir 2l < 73

(e) Ist f(0) # 0, so besitzt die Funktion 1/f(z) eine Potenzreihenentwicklung,
d.h. es gibt ein 14 > 0 und eindeutige Koeffizienten dy, € C mit

| }
) Z diz, fiir |z| < r4;
die sich nach dem Cauchy-Produkt in (c) wie folgt rekursiv berechnen.

k—1
(10d0:1, aodk:—ng(lk_g, ﬂjrk:1,2,.... []
(=0
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 1. Wir definieren den cosinus hyperbolicus fiir x € R mit

cosh(x) = % (eX +e %)

. . K .
und ersetzen e durch die Potenzreihe exp(x) = Y |—, 7. Dann gilt

cosh(x) = % (Z l!xk + Z ]l!(x)k>

k=0 k=0
— | 2k .
= Z X fur alle x € R.
— (2k)!

Analog erhalt fiir x € R den sinus hyperbolicus mit

1 - 1
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 2. Fiir

erhalten wir

(x) — (—1)¥ S
- () (5)

21 T 4
]
L 0 2 0 3
— 1—|—X—|—<1 ZI)X —|—<1 2')7(
_] 1 1 4 fll ‘] ‘]
+ —54—4—! X ur — I < x < I.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 35



UH
H KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 3. Wir setzen

X
90x) =
Dabei lautet die Potenzreihe des Nenners
> 1
eX—1:Z(k+”'xk“, fir x € R.
k=0 )

Zur Potenzreihenentwicklung von g(x) verwenden wir den Ansatz

o0

B
g(x) :Zﬁxk, fiir x € R,
k=0
und damit gilt
k=0 =0

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 36



H KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

Fortsetzung von Beispiel 3.

1 = i ] xk ] - Oo@xe :i i Be xk
(k+1)! ¢! — 2:O(’,!(k—ﬂ—l—ﬂl '

k=0

Koeffizientenvergleich ergibt

i B, ) fir k = 0;
Uk—+1! )] 0 fiirk>o0.

Damit bekommt man

k—1 K!
By =1, Bk:_;)e!(k—e‘F”! B, firk=1,2,....

Die Zahlen Byx nennt man Bernoullische Zahlen:

] 1 ] 1
Bo=1,B;=—=,By=~-,B3=0 Bsj=—-, Bs =0, Bg = —,..., [
2 6 30

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 37



UH
H KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN TUHH

8.3 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion ist fiir z € C definiert durch
=

exp(z) := Z gzk,

k=0
hat Konvergenzradius v = 0o, und daher ist exp(z) fiir alle z € C stetig.

Fiir reelle Argumente ist exp : R — R unendlich oft differenzierbar mit

dix exp(x) = exp(x), exp(0) = 1.

Anfangswertproblem fiir gewohnliche Differentialgleichung.
Suche zu a € R eine Funktion y(x) mit

y'(x) =a-ylx),  ylxo) =yYo
Die (eindeutige) Losung dieses Anfangswertproblems ist gegeben durch

y(x) =yo-expla- (x —x0)). 0
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Eigenschaften der Exponentialfunktion.
Funktionalgleichung: Es gilt

exp(z +w) = exp(z) - exp(w) fur alle z,w € C.

Folgerung: Fiir die Exponentialfunktion gilt:
(a) exp(z) # O fiir alle z € C;

(b) exp(—z) = 1/ exp(z) fiir alle z € C;

(c) exp(x) > O fiir alle x € R;

(d) Asymptotisches Verhalten fiir x — +o0:

lim exp(x) =00, und lim exp(x) =0
X——+00 X——00

Beweis: (a),(b): Mit Funktionalgleichung gilt exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1.

(c): exp(x) ist stetig, hat keine Nullstelle, und es gilt exp(0) = 1.
(d): Fiir x > 0 gilt exp(x) > 14+ x — 00, X — 0.
Mit exp(x) - exp(—x) = 1 folgt daraus limy_,o, exp(—x) = 0. H
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Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion.

Satz: Fiir die Exponentialfunktion gilt weiterhin:

(e)
x™ .
= (0 fir alle n € N.

lim
x—oo exp(x)

(f) exp : R — R ist streng monoton wachsend mit exp(R) = (0, co).
(g) Fiir die Eulersche Zahl e:=exp(1) gilt:
e = ];)% znli_)mOO (1 —|—%>
e = 2.718281828459045235360287 ...
Die Eulersche Zahl e ist eine irrationale Zahl.

(h) Es gilt exp(q - x) = (exp(x))9 fiir alle ¢ € Q und x € R.
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Beweise zu den weiteren Eigenschaften von exp.
Beweis: (e): Mit der Regel von I'Hospital gilt

- X" : nx" ! : n!
lim = |lim =...= lim
x—oo exp(x) x—oo exp(x) x—o0 exp(x)

= 0.

(f): folgt zusammen mit Eigenschaften (c),(d) aus

4 exp(x) = exp(x) >0
dx

(1+3) -en(rm(2)

und der Regel von |'Hospital fiir

lim n - log (1 +l> _fim 08U X e Ty

(g): Folgt mit

n—00 n XN0 X N0 T4+x
(h): Es gilt exp(nz) = (exp(z))™ fir n € N. Somit gilt exp(x/m) = %/exp(x)
fir m € N sowie exp(--x) = (exp(x))™™ fiir n,m € N. n
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Der natiirliche Logarithmus.

Da die Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend ist, besitzt
exp: R — (0, o0)

eine eindeutige Umkehrfunktion,
log : (0,00) — R.

Diese Umkehrfunktion nennt man den natiirlichen Logarithmus.

Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus:

(a) log: (0,00) — R ist streng monoton wachsend und stetig.

(b) Es gilt: limy_,04 log(x) = —o0 und limy_, log(x) = oo.

(c) Es gilt die Funktionalgleichung

log(x -y) = log(x) + log(y) fir alle x,y > 0.
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Weitere Eigenschaften des Logarithmus.
(d) Potenz:
log(x9) = q - log(x) fir alle x > 0, g € Q.
(e) Spezielle Funktionswerte:
log(1) =0 und log(e) =1
(f) Der natiirliche Logarithmus ist auf (0, co) differenzierbar mit
d ]
™ log(x) = - fur alle x > 0.
(g) Es gilt die Potenzreihenentwicklung
log(1 +x):i (_1)kxk+1 fir — T <x < 1.
k41
k=0
]
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Die allgemeine Potenzfunktion.
Fir a > 0 und g € Q hatten wir:
a = exp(q - log(a))

Wir definieren daher allgemeine Potenzen wie folgt.

z

a” := exp(z - log(a)) fira> 0,z e C.

Eigenschaften der allgemeinen Potenzfunktion.

(a) Die Funktion f(x) = a* ist auf R streng monoton wachsend fiir a > 1 und
streng monoton fallend fiir 0 < a < 1.

(b) Es gilt

sowle
a*-a¥ =a*"y, (a®)¥ = a".
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Weitere Eigenschaften der allgemeinen Potenz.

(c) Fir a # 1 besitzt y = a* eine Umkehrfunktion

Y (X) — Ioga (X)

den Logarithmus zur Basis a, wobei gilt

|
log,(x) = og(x) fur x > 0.
log(a)
(d) Es gelten die Differentiationsregeln
d
a(a") = log(a)-a” firxeR, a>0
d a1 )
— %) = a-x firae R, x >0
dx
d ]
—(log,x) = fir x, a > 0.

dx x - log(a)
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Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes.

Satz: Es gilt

(1+x)a:kZO (E)xk firae R, —1 <x<1,

mit

a 1 k—1
0

.j:

Beweisidee: Rechte Seite 16st Differentialgleichung (1 4+ x)g’(x) = a - g(x).

Spezialfille. Fiir —1 < x < 1 gelten die Entwicklungen
1 I, 1 5 5

1 = 1+=x—= —x>— —x*+...
+ X +2x 8X +]6x 128X
1 1 3 5 35
= 1—ox+=x2— =X+ —x*F...
T+ x 2T et T T
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Die trigonometrischen Funktionen.

Wir setzen fiir z € C,

sin(z) = Z(Zk+1)lz

k=0
v (DR
cos(z) = Z (Zk)’z
k=0 '

Die Funktionen sin und cos besitzen jeweils Konvergenzradius 1 = oo, sind somit
auf ganz C erklart und dort stetig.

Eigenschaften:
(a) sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion, d.h. es gilt
sin(—z) = —sin(z) und  cos(—z) = cos(z) fur alle z € C.

(b) Weiterhin gilt: sin(0) =0 und cos(0) = 1. O
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Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen.

(c) Es gilt:

e? = cos(z)+1isin(z) und e ** =cos(z) —isin(z)
in(z) = o (% e %) = (sin(x) cosh(y) + i(cos(x) sinh(y))
cos(z) = % (eiZ + e_iz) = (cos(x) cosh(y)) — i(sin(x) sinh(y))

sin?(z) + cos?(z) = 1.

(d) Es gelten die Funktionalgleichungen

sin(fu+v) = sin(u)cos(v)—+ cos(u)sin(v),

cos(u+v) = cos(u)cos(v)—sin(u)sin(v).

(e) Fiir die reellen Ableitungen bekommt man

d . d .
™ sin(x) = cos(x) und o cos(x) = —sin(x).

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 48



o KAPITEL 8: POTENZREIHEN UND ELEMENTARE FUNKTIONEN

TUHH

Tangens- und Kotangensfunktion.

Wir setzen fiir z € C,

_ sin(z) y s
tan(z) = cos(2) flir z # > + km, k € Z,
cot(z) := cs:?ns((j)) fir z £ km, k € Z.

Eigenschaften:

(a) tan und cot sind 7-periodische, ungerade Funktionen.
(b) Es gilt

eiz . e—iz

: . T

tan(z) = _1eiZ—|—e—iZ flir z #£ 5 + km, k € Z,
1z —1z

cot(z) = i< e fir z £ km, k € Z.

elz _ e—iz
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Reihen-Entwicklung von Tangens und Kotangens.

Es gelten die Reihen-Entwicklungen

15 2 < 17 4
t = — — —_—
an(z) z+3z + 52 +3152 +
o0 zzk 22k_1 B ) T
— Z ((Zk)' )lBZk|z2k 1 fur |z| < 5
k=1 )
Tz 1 5 2 - T
t = ——C— 22— —...
cot(z) 2 3 45° T 945° T 4725°
1 = 2°%¢ T )
= — — (2k)'|82k|z firO< |zl <m
z = .

mit den Bernoullischen Zahlen Bjy.

Reelle Ableitungen: Im jeweiligen Definitionsbereich gilt

d tan(x) 1 nd d cot(x) 1
- — u - —_—
dx cosZ(x) dx sin?(

x)
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Hyperbolische Funktionen.

Fir z € C definieren wir

cosh(z) :=

sinh(z)

(e* 4+ e %)

(e —e)

I

N

mit den entsprechenden Potenzreihenentwicklungen

cosh(z)

sinh(z)

— 1 .

Z z fir z € C,

— (2k)!

> 1

Z (2k+1)'22k+1 fiir z € C.

ANALYSIS I1
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Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen.

(a) Die Funktion cosh ist gerade und sinh ist ungerade, d.h. es gilt
cosh(—z) = cosh(z) und  sinh(—z) = —sinh(z) fur alle z € C.

(b) Fiir die Ableitungen der hyperbolischen Funktionen gilt

icosh(x) — sinh(x)
dx

d .

— sinh(x) = cosh(x)
dx

(c) Es gelten die Funktionalgleichungen
sinh(x +y) = sinh(x)cosh(y) 4 cosh(x) sinh(y)
cosh(x +y) = cosh(x)cosh(y) 4+ sinh(x)sinh(y)
(d) Es gilt die algebraische Relation

cosh?(x) — sinh?(x) = 1. ]
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Inverse hyperbolische Funktionen, Areafunktionen.

Die Funktion sinh ist streng monoton wachsend auf R,
die Funktion cosh ist streng monoton wachsend auf [0, co).

Die jeweiligen Umkehrfunktionen bezeichnen wir mit arcosh und arsinh.

Es gilt
arsinh(x) = log (x +Vx2 + 1) firx eR
arcosh(x) = log (x + V/x2 — 1) fir 1 <x < o
sowie
d ]
I arsinh(x) = = firx e R
d h — 1 fur 1 <
3 2reos (x) = = ir 1 <x < oo
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9 Interpolation

9.1 Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f: R — R an n+ 1 Stiitzstellen
Xo<X1 <...<Xn.

Eingabedaten: (XO> fO)) (X1 y T1 )) T (XTL) fn)-

A

\ ,
N\

Gegebene Daten (x;,fj).
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Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert, d.h.
p(xi) = fi firallei=0,1,...,n,
z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

A

\ ,
N\

Gegebene Daten (x;,fj).

Fragen:
e Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?

e Wie sieht die Losung p aus und wie berechnet man p?
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Klassische Polynom-Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hochstens) n-ten Grades
Pn(x) =ap + a1x + Wx? + ...+ anx™,
das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn(xi) =fi, 0 <1< n.

Erster Losungsansatz: Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

Qo+ a1Xo + @2X§ + ...+ anxy = fo
ao—l—a1x1—|—a2x%—|—...—|—anx? = f
ao+a1xn+a2xi—|—...+anxﬁ = f,

Setze:

X ={x0,...,Xnh f‘X:(fo,...,fn)T e R""!" und a = (ag,...,a,)" € R,
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Vandermonde-Matrix.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 xo X5 ... x3 ao fo
1 X x% coo XY ajq 1
. — )
1 xn xﬁ xn | | an _ | fn
kurz
V-a=f|,

heiBt Vandermonde-Matrix.

Satz: Fiir die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xg,...,Xn) gilt

det(V) = H (x5 —x4).

0<i<j<n
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Beweis: Durch vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: n = 1: det(V(xo,X1)) = x1 — Xo.
Induktionsschritt: n — 1 — n.

det (V(x0y...,Xn))

1 xo - x§_1 X0 1 X0 e X0
T x - XM Xt 0 x1—X0o -+ X —Xo
= det - ) — det
n—I1 n n n
I 1 xn X1 Xn _O Xn — X0 Xn —Xo
X1 — X0 X7 — XQo X1 — X0 x% — X0X1 X1 — XoX]
= det : : — det
| Xn — X0 Xn —Xg | | Xn — X0 X2 — XoXn Xn — XoXn

0<i<j<n
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Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.
Folgerung: Falls Stiitzstellen xo,...,X, paarweise verschieden, so ist V regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen
X={x0,X1y...,Xn} CR

und Funktionswerten
fo,f1...,fn €R

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p,, vom Hoéchstgrad n mit

Pn(xi) = fi flir alle 0 < i < n.
H
ABER: Wir berechnen die Losung nicht iiber das lineare System V - a = f’X.
DENN: Dies ist zu teuer und instabil. []
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9.2 Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton

Lagrange-Darstellung.

Definieren Lagrange-Polynome

Li(x) = (X_XO)""'(X_XJ'—1)'(X_Xj+1)'---'(X—Xn)
| B mxe) e g = xga ) (g = X)X = Xn)
= J]—2 firo<j<n.
i:oxj_xi
i

Dann ist L; ein Polynom vom Grad n, und es gilt

1 firi =9

0 fiiri#j

fir 0 <1i,j <n.
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Losung mit der Lagrange-Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe

Pn(xi) = fi furalle 0 <i<n

wird gelost durch das (eindeutige) Polynom

n

pn(x) =folo(x) + ...+ faln(x) = ) fiLi(x).
1=0

Die obige Darstellung von p,, heilt Lagrange-Darstellung.
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BEiSpiE'. Betrachte die Daten

xi |0]1]2]3

f;10(0]4]18

Dann sieht die zugehorige Lagrange-Basis wie folgt aus.

o (x=1)(x—=2)(x—3)  (x=0)(x—=2)(x—3)
L) = = ho=2)0-3) L= ATer =3
= 0)(x—1)(x—3) = 0)(x—1)(x—2)
L= Tooesne—3) L= oo nBo2)
Das interpolierende kubische Polynom p3 besitzt die Darstellungen
p3(x) = 4-La(x)+18-L3(x)
x(x —1)(x — 3) x(x —1)(x —2)
= —4. > + 18- c
= x> —x2.
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Auswertung von Interpolationspolynomen.

Fir 0 <j < k <n bezeichne py; das eindeutige Interpolationspolynom vom
Hochstgrad j zu den Daten

(Xk—jy Tl )y o ooy (XK i)y

d.h. es gilt
Pxj(xe) = fe, fir alle k —j < £ < k.

Dann lassen sich fiir ein festes x € R die Werte py;(x) rekursiv berechnen.
Lemma (AITKEN): Es gilt die Rekursion

Pro(x) = fx

X — Xk

Pri(x) = Pprj-1(x)+ (Px—1,j-1 (%) = Px,j—1(x))  firj > 0.

Xk—j — Xk

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 63



UH
o KAPITEL 9: INTERPOLATION TUHH

Beweis: Vollstandige Induktion liber j.
Induktionsanfang: Fiir j = 0 ist pxo konstant mit pyo = fx.

Induktionsschritt: j — 1 — j: Die rechte Seite der Rekursion,

X — Xk

q(x) = pr,j—1(x) + - (Pr—1,j—1(x) = Pr,j—1(x))

Xk—j — X
ist ein Polynom vom Hochstgrad j.

Weiterhin interpoliert py j—1 nach Induktionsvoraussetzung die Daten
(Xk—j1y Th—jb 1)y o ooy (Xiy Ti),

und px—1,j—1 interpoliert die Daten
(Xk—jy Fre—j)y e v ey (X1, fr1).

Daraus folgt mit der Rekursion, dass das Polynom q die Daten

(Xk—jy Fr—j )y« o oy (XK Ti)

interpoliert, genauso wie py;. Wegen der Eindeutigkeit gilt q = py;. H
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Algorithmus von Neville-Aitken.
Ziel: Rekursive Berechnung von pnn(x) fiir x € R in Dreiecksschema:
Poo(x)
pio(x)  Ppi1(x)
p20(x)  P21(x)  p22(x)
pno(x)  pni(x) Ppn2(x) -+ Pnnlx)
Besser: Effiziente Auswertung in Datenvektor f = (o, f1,...,fn):
fo = fo(x)
f1 =fi(x)  folx)
f2 ="fa(x)  f1(x) fo(x)
fn — fn (X) fn—1 (X) fn—Z (X) T fO (X)
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Implementierung als Matlab-Funktion.
INPUT:

x = (x(1),x(2),...,x(n)) ¥ Stuetzstellen
f = (0),f(2),...,f(n)) 7 Funktionswerte
y % Auswertungsstelle

function p = neville(x,f,y)
n = length(x);
for k=2:n
z = y-x(k);
for i=k-1:-1:1
f@i) = £(1i+1) + z/(x(1)-xKk))*(£(1)-f(i+1));
end;
end;
p = £(1);
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Newton-Darstellung. Betrachte die Newton-Basis

i—1
w;i(x) :H(x—xj), fur 0 <1i<n.
§=0

Dann gibt es eindeutige Newton-Koeffizienten cp,C1y...,Cn € R mit

pn(x) = ) cwilx)
1=0

= cot+eci(x—x0)+...+cnlx—%0) - (X —%Xn_1)-

Die obige Darstellung von p;, heiit Newton-Darstellung.
Beachte: Es gilt:

pn(XO) = Co
Pn(x1) = co+ci(x1 —x0)

Pn(x2) = co+ci(x2—x0)+ca(x2 —x%0)(x2 —%x1)
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Berechnung der Newton-Koeffizienten.

Beachte: Aus den Interpolationsbedingungen folgt

!
pnlxo) = co=fo = co="o
| f — f
Pn(x1) = cot+ci(xg—%x9)=f1 = ¢ = 1 0
X1 — X0
-n i—1
puli) = 3 et [Jixn =)
i=0  j=0
Loy,
mit
n—1  j—1 n—1
Cn = fn_ZCjH(Xn—Xl) H(Xn—x])
j=0 1=0 j=0
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Beobachtungen.
e Zur Berechnung von c¢;j bendtigt man nur die ersten (j + 1) Daten
(XO> fO)) (X1 y f1 )) RS (Xj> f))
Notation:
c; = flxoy X1, .00y X5-1,%;] firj =0,1,...,n
e Nimmt man ein Datum (xn41,fn41) hinzu, so gilt:
n
Pn+1 (x) = Pn(X) + Cn+1 H(X — X4)
mit
Cnt1 = (Fnse1 — Pn(Xni1) /H Xnt1 — %)
[]
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Dividierte Differenzen.
Satz: Die Koeffizienten
c; = flxo,X1,...,%5], 0 <j<n,
des interpolierenden Newton-Polynoms
n
pnlx) = Z cjwj(x)
1=0
sind gegeben durch die dividierten Differenzen
f[Xj] = fj
flx; ceey X4 — Xy ooy Xtk
f[xiaxi+1>--->xi+k] _ [ i+1y ) 1+k] [ 1y y M+k 1].
Xi+k — Xi
Beweis: Mit Aitken-Lemma. []
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Effiziente Berechnung der dividierten Differenzen.

Beispiel: Rekursives Berechnungsschema der dividierten Differenzen fiir n = 3.

x | fixid flxiyxio]l fixgxipn, xie2al iy xir, Xig2, Xi43]
xo | fo

x1 | f1 flxo,x1]

x2 | f2 flxg,x2] flxo,x1,%2]

x3 | fz3  flxz,x3] flx1,x2, %3] flxo0, %1, %2, %3]

Zum Beispiel:

flx1] —flxol  f1 —"o

flxo,x1] = =
X1 — X0 X1 — X0
X0 xa] = flx2,x3] — flx1,%2] _ ] f3 —f, 11
DA X3 — X1 X3—X] \X3—X2 X2 —X]
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Der Interpolationsfehler. Fiir das Interpolationspolynom gilt
e(x) = f(x)—pn(x)
n
= f(x) — (Pn+1 (X) — Cny H(X Xi))
n
= fIX0yereyXn, X H X —Xi).
i=0
Satz: Sei f € C™"*1([a,b]). Dann gibt es ein & € [a,b] mit
]
f[Xo, “ e ,Xn+1] = (Tl T 1)!f(n+1 ) (E)
Folgerung: Fiir den Interpolationsfehler gilt die Abschatzung
.I n
f(x) —pn(x)] < max [f(nT1) : X — X
) = P01 < gy a1V @) e
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Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

n

Wni1(X) = H(x —X4)

1=0

Optimierungsproblem: Bestimme die Knoten xo,X1,...,X, So dass

n

H(X_Xi)

1=0

Mmax
X0,...4Xn €[a,b]

minimal auf [a, b].

Losung: Fiir das Intervall [—1, 1] sind die Tschebyscheff-Knoten optimal.

2)+1 :
Xj:COS(ZT)l+27T) j=0,1,...,n.

*—-o—o @ @ @ @ @ *—0-0
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Polynominterpolation mit Matlab.

Die Matlab-Funktion polyfit

a = polyfit(x,f,n-1);

berechnet die Koeffizienten

a = (a(1),a(2),...,a(n));

des Interpolationspolynoms

p(x)

= a()*x" (n-1) + a(D*x"(n-2) + ... + a(n-1)*x + a(n);

zu den Daten

f =

(x(1),x(2),...,x(n));
(£(1),£(2),...,£(n));

Polynome kann man mit der Matlab-Funktion polyval auswerten.
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9.3 Spline-Interpolation

Sei A, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:
An @ a=%x0<X1<...<Xn_1<xXxpn=0D0
mit Teilintervallen [x;_1,%;],j =1,...,n.
Definition: Eine Funktion S : [a,b] — R heift kubischer Spline, falls

e Sc C?(la,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar auf [a,b];

o S ist auf jedem Teilintervall [x;—1,%;], 1 <j <mn, ein kubisches Polynom:

S(X)‘ = §;j (x) = a; + b; (X—Xj_1)—|—Cj (X—Xj_1)2 + d; (X—Xj_1)3.

[x5—1,%;]
[]
Ziel: Interpolation der Daten (xj,fj), 0 <j <n, mit einem kubischen Spline S,

so dass
S(Xj) :f(Xj), fUI’OS) <n.
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Interpolation mit kubischen Splines.

Beobachtungen:

e Ein kubischer Spline besitzt 4n Parameter, die wie folgt bestimmt werden.

e Interpolationseigenschaft:
si(xj—1) =fj-1  und  sj(x5) = T; fir alle T <j <m;
e Stetigkeit der Ableitung:
/

st (x5) = 85,9 (x;) firalle1 <j<n-—T;

e Stetigkeit der zweiten Ableitung:

2 /

S; (xj):s)-/+1(xj) firalle 1 <j<n-—1;

e Dies sind insgesamt 4n — 2 Gleichungen fiir 4n Parameter.

e OBS! Es fehlen noch zwei Bedingungen.
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Zwei weitere Nebenbedingungen.

Definition: Ein kubischer Spline heifit

e natiirlicher Spline, falls S"(a)=S"(b) =0;

e periodischer Spline, falls S (a) =SV (b),i=0,1,2;

e vollstandiger Spline, falls S'(a) = f'(a) und S'(b) = f'(b).
Beachte: Jede drei obigen Bedingungen liefert zwei weitere Gleichungen.

Satz: Unter allen interpolierenden C?-Funktionen minimiert der natiirliche
kubische Spline das Funktional

Bemerkung: Das Funktional I miBt die Kriimmung von y approximativ.
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Berechnung des natiirlichen kubischen Splines.

Sei S auf dem Teilintervall [x;_1,%;] gegeben durch

S(X)’[Xj_1 X5 ] = S§j (X) = Oy + b) (X—Xj—1) + G (X—Xj_] )2 -+ d) (X—Xj_] )3)
so gilt
a = fj_1
f f5_1 2M; 1+ M,
b — ) ) ) ]h
_ M
Cj = 7
M; — M,;_;
d: = ) )
: 6h,

wobel hj = Xj —Xj_1 fur 1 S) S n.

Die Momente Mj = S” (xj) l6sen ein lineares System mit Tridiagonalmatrix.
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Herleitung des Splines mit Momentenmethode.

Der gewahlte Ansatz
Mj = S//(Xj), fur0§) <n,

heiBt Momentenmethode: st (x) ist eine Gerade mit

12 M' - M°_
5, (x) = Mj_q + —2——2]
hy

j (X—Xj_]) mit hj = Xj — Xj—1

Zweifache Integration iber Intervall [x;_1,x] liefert

M; — M,
2h;

si(x) = Bj+Mj_1(x—xj-1)+ (x —xj—1)*

M
2

M; — M;_,
6h;

si(x) = Aj +Bj(x —xj_1) + (x —%xj_1)" + (x —%x5_1)°

mit Integrationskonstanten Aj, B;.
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Losung der Bedingungsgleichungen.

Aus den Interpolationsbedingungen s;(x;_1) = f;—1 und s;(x;) = f; folgt direkt

mit der Stetigkeit von S’ bei xj, 1 <j <mn, d.h. sg (x5) = s§+1 (%) weiterhin

Mj + Mj—1
2

Einsetzen von (1) in (2) ergibt schlieBlich n — 1 lineare Gleichungen

Bj +

hj:Bj+1 fUr]Sjﬁn—]. (2)

fio1—1 £ —1i_
hiM;_1 + 2(hy + hy1 )My 4+ hyp i My =6< JJ]: L h) 1) y
j+1 j

1 <j<n-—1, fir die n—1 unbekannten Momente My,...,M,,_1.

Beachte: Die Momente My = 0 und M,, = 0 sind bereits bekannt.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 80



A KAPITEL 9: INTERPOLATION TUHH
Tridiagonalsystem fiir die Momente.
Das hergeleitete (n — 1) x (n — 1) lineare System hat die Form
2k hy 17 my ] [ d ]
hz Zkz hg MZ dZ
hn—Z an—z hn—1 Mn—Z dn—Z
i hn—] 2kn—1 1 L Mn—1 _ i dn—] _
mit hj =Xj —Xj—1, 1 S) <n, kj Zhj —|—hj+], 1 S] <n-—1, und
fi1—1 5 — 1 . :
di =62 Lg—_— ) ) fur1<j<n-—1
J ( Ry hy =)= ,
sowie den Randwerten My = M,, = 0.
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AbschlieBende Bemerkungen zu Splines.

e Der natiirliche kubische Spline kann effizient berechnet werden, namlich
durch Losen des Tridiagonalsystems in nur @(n) Schritten.

e Eine Splineinterpolante vermeidet (unerwiinschte) Oszillationen.

e Fiir f € C* gilt die asymptotische Fehlerabschitzung
f(x) —S(x)I=0O(h*), h—0
wobel h = maxj<j<n hj.
e Verwendet man einen vollstandigen Spline mit Randbedingungen
S(a)=f"(a) und S'(b)=f(b)
so erhalt man ein Tridiagonalsystem, das effizient gelost werden kann.

e Verwendet man periodische Splines, so erhdlt man kein Tridiagonalsystem.
Die Losung kann dennoch effizient in O(n) Schritten berechnet werden.
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Spline-Interpolation mit Matlab.

Die Matlab-Funktion spline
s = spline(x,f);
berechnet die Darstellung s einer kubischen Splinefunktion zu den Daten

x = (x(1),x(2),...,x(n));
f=(WM,£(2),...,f(0));

Splines kann man mit der Matlab-Funktion ppval wie folgt auswerten.

t = linspace(-1,1,1000); % 1000 uniforme Knoten in [-1,1]
y = ppval(s,t); % Auswertung des Splines s
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10 Integration

10.1 Das bestimmte Integral
Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion auf einem Kompaktum [a,b] C R.

Definition: Eine Menge der Form
Z={a=%x0<x1 < - <Xy =Db}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].

Die Feinheit der Zerlegung Z ist dabei definiert durch

1Z]| = Qiagxn(xi —X{1)

Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen von [a,b]. [
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Riemannsche Summen.

Definition: Jede Summe der Form

n—1

Re(Z) =) (&) (xip1 — xi) fir xi < & < Xit1
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—1

Uf(Z) = Z inf f([xi,xit1]) (Xit1 —%x4)
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

n—1

0¢(Z) == ) supf(lxi,xiy1]) (xit1 —xi)
i=0

nennt man die Obersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Eigenschaften von Riemannschen Summen.

Beobachtung: Aus den Definitionen folgt direkt:

e Fiir eine feste Zerlegung Z gilt stets
Ur(Z) < R¢(Z) < O¢(Z)
e Ist Z; eine feinere Zerlegung als Z,, d.h. Z, C Z¢, dann gilt
Ur(Z2) < Uf(Zy) und  O¢(Zy) < O¢(Z3)
e Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z, gilt daher stets
Ue(Z1) < O¢(Z;)

und
Ur(Z2) < O¢(Z4)
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Das Riemannsche Integral.
Beobachtung: Es existieren die Grenzwerte (liber immer feinere Zerlegungen)
b
f(x)dx = sup{U¢(Z) : Z € Z[a,b]} (Unterintegral)
‘b
f(x)dx :=

inf{lO¢(Z) : Z € Z]a,bl} (Oberintegral)

Definition: Eine Funktion f(x) heift (Riemann-)integrierbar iber [a,b],
falls Unter- und Oberintegral iibereinstimmen, d.h.

a

Jb f(x) dx

a

das (Riemann-)Integral von f(x) iber [a,b].

J:: f(x) dx := Jb f(x)dx = Jh

f(x) dx.
In diesem Fall heiBt

a
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Beispiele. Die konstante Funktion f(x) = c ist integrierbar, denn
n—1
Ur(Z) =0¢(2) = ) clxiv1 —x)=c(b—a)
i=0
und somit
b
J f(x)dx =c(b— a)
o Fiir f(x) =x, 0<x <1,und Z, :={0, 1, 2,...,1} gilt
n—I1
1 /141 1 1 1
U¢(Zy) = — ) = -
f(Zn) 1On(n n) 2 2n
n—1
1+1 /141 1 1 1
0iza) = (rfyonl
—= n n n 2 2n
somit
1 1
f(x) dx = <.
REESS
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Weitere Beispiele.

e Betrachte
0 : xel0,1]NQ

T @ xel[0,1]\Q
Dann gilt fiir jede Zerlegung: U¢(Z) =0, aber O¢(Z) = 1.

f(x) =

Somit ist die Funktion f nicht integrierbar.

e Betrachte
0 @ x=#c

1 : x=c

f(x) =

fir a < c < b. Dann ist die Funktion f integrierbar mit

denn es gilt
Uf(Z)=0 und 0<0O¢(Z) <2|Z].

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE

89



UH
o KAPITEL 10: INTEGRATION TUHH

Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a,b]. Dann gilt:

(a) Fiir a < c <b istf aufla,b] integrierbar, genau dann wenn f auf [a,c] und
auf [c, b] integrierbar ist, und es gilt

J:: f(x)dx = LC f(x) dx + Jj f(x) dx.

(b) Linearitédt: Mit f und g ist auch of(x)+ Bg(x) fiir ¢, 3 € R, integrierbar:

b b

f(x) dx + BJ g(x) dx.

a

Jb (ocf(x) -+ [Sg(x)) dx = ocJ

a a

(c) Positivitat: Falls f(x) > 0 fiir alle x € [a, b], so gilt

b
J f(x) dx > 0.

a

(d) Monotonie: Falls f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b], so gilt

Jb f(x)dx < Jb g(x) dx.

a a
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Standardabschatzungen.
Satz: Sei f integrierbar iiber [a,b]. Dann gelten die Abschatzungen
b
(b—a)-inf(fla,b]) < | f(x)dx < (b—a)-sup(fla,b]).
und weiterhin
b
J f(x)dx | <(b—a)- sup{|f(x)] : a <x < Db}
Falls |f(x)| integrierbar ist, so gilt
b b
J flx)dx | < J 1f(x)| dx
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Beweis: Fiir die Zerlegung Z = {a, b} von [a, b] folgt sofort

b
inf(fla,bl) - (b—a)=U(Z) < J f(x) dx < O¢(Z) = sup(fla,b]) - (b —a)

a

Weiterhin folgt wegen £f(x) < |f(x)|, fiir alle x € [a, b], die Ungleichung

b b
J f(x) dx| < J f(x)l dx < Opy(Z) = sup{lf(x)|:a < x < b}- (b — a).
|
Bemerkung: Die obige Abschatzung
b
inf(fla,b]) - (b—a) < J f(x) dx
liefert insbesondere die Positivitat des Integrals. []
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Weitere Bemerkungen.

e Die Aussage

Jb f(x) dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx.

a a C

gilt fiir beliebige Anordnungen von a, b, c.
Wir definieren daher

Jb f(x)dx = —Ja f(x) dx

a b
sowie

Ja f(x)dx =0

a
e Ist f(x) integrierbar, so gilt

b
R¢(Zm) — J f(x) dx fir m — oo

a

fiir alle Zerlegungsfolgen {Z .} C Z[a, b] mit ||Zy,|| — O fiir m — oo.
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10.2 Kiriterien fiir Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann sind dquivalent:

(a) f(x) ist integrierbar liber [a,b].
(b) Fiir alle ¢ > O gibt es eine Zerlegung Z € Z[a,b] mit O¢(Z) — Us(Z) < €.

Beweis: Fiir ¢ > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit

b

0 < 0¢(Z) —J f(x) dx < €/2,

a

b
0< J f(x)dx — Ue(Z) < /2.

a

(a) = (b): Folgt aus der Addition der beiden Ungleichungen.
(b) = (a): Die Integrierbarkeit von f folgt direkt aus (b) mit

b b
O§J f(x) dx—J f(x)dx < O¢(Z) —Ue(Z) < &. |

a a
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Monotone Funktionen sind integrierbar.
Satz: Eine beschriankte monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis: Fiir eine uniforme Zerlegung Z € Z[a, b] mit

Xj:a+%(b_a)> 0<j<m,

und fiir f monoton wachsend gilt

n—1
O¢(Z) —Uf(Z) = (F(x541) = Fx5)) (X501 = %5)
j=0
n—I
- 2=¢ Y_(fx1) = 10 = 29 #(b) (o)) < ¢

fir hinreichend groBes . Nach dem Riemannschen Kriterium ist f integrierbar.

Analog zeigt man die Integrierbarkeit fiir f monoton fallend. |
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Stetige Funktionen sind integrierbar.
Satz: Eine beschrinkte stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis: f ist sogar gleichmiaBig stetig auf dem Kompaktum [a, b]. Daher gibt es
zu jedem € > 0 ein & > 0 mit

£
b—a’

x—yl<d = |f(x)—Ty)l<

Fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit Feinheit ||Z|| < & gilt dann

7

Of(Z) — Uf(Z) (sup f[Xj,Xj_H] — inff[xj,xj+1]) . (Xj_|_1 —Xj)

j=0
n—I1
€
< b_a°(Xj+1—Xj)=€-
j=0
Somit ist f nach dem Riemannschen Kriterium integrierbar. |
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Satz: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare beschrinkte Funktionen. Dann gilt:

(a) Das Produkt f(x) - g(x) ist integrierbar iiber [a, b].
(b) Gilt g(x) > C > 0, so ist der Quotient f(x)/g(x) integrierbar iiber [a, b].

Beweis: (a): Fiir eine feste Zerlegung Z ={x;}]*, € Z|a, b] gilt

sj = sup(f-g)lxj,xj41] —inf(f - g)lxj, xj41]
= iljs(f(X)g(X)—f(y)g(y))
= suplflxlg(x) — Fx)gly) + T(x)gly) — Fy)gly)
< [fllesuplg(x) = 9(4)) + 1l s0p() — (3
und somit

Of.g —Uprg < |[[fllo(Og —Ug) + [|g][ec (O — Ug),

womit die Integrierbarkeit von f - g mit dem Riemannschen Kriterium folgt.
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Beweis von (b): Fiir eine feste Zerlegung Z = x50 € Zla,b] gilt

1 _ 1
Sj = sup (a) X5, %j41] — inf (5) %5, X541

. ( 1 B 1 >
e T 9
B g(y) —g(x)
Ty 90 g)

]

o2 5{35(9(9)—9(@)

INA

und somit

1
O1/9 _u1/g < c2 (09 _u9)>

womit die Integrierbarkeit von 1/g mit dem Riemannschen Kriterium folgt.

Insgesamt folgt mit (a) die Integrierbarkeit von f/g.
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Spezialfille integrierbarer Funktionen.

Satz: Sei f integrierbar iiber [a,b]. Dann sind folgende Funktionen integrierbar.

fl(x) = If(x)

f(x)  fiir f(x) > 0,
0 fiir f(x) < 0.

0 fur f(x) > 0,
—f(x)  fiir f(x) <O.

Beweis: Aus

i”f(lf(x)’ —[f(y)]) < iug(f(X) —fly))

folgt die Integrierbarkeit der Funktion |f|. Die Integrierbarkeit von f* und f—

folgt aus den Relationen f+ = (|f| +f)/2 und f— = (|f| — f)/2.
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10.3 Der Hauptsatz und Anwendungen

Definition: Seien Funktionen F,f : [a,b] — R Funktionen mit F'(x) = f(x),
a <x <b. Dann heiBt F(x) Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:

e Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind alle Funktionen der Form
F(x) = F(x) + ¢
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).

e Sind F1(x) und F2(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion
F1(x) — F2(x)

konstant.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x).

(b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
J f(t)dt = F(b) — F(a).

a
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Beweis von (a): Wir zeigen, dass F/(x) = f(x) gilt.
Sei h #£ 0 so, dass x,x + h € [a, b]. Dann gilt

1 (FO ) = ) — 1

_ % < J :+hf(t) dt — J: (1) dt> - %J:Mf(x) at

_ % J:+h(f(t) _f(x)) dt

< sup{|f(t)—f(x)] : |t—x| <hund t € [a,b]}
— 0 fir h — 0,

mit der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f auf [a, b]. N
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Beweis von (b): Mit Teil (a) gilt

rb
Fb) = | f(t)dt+C
Fla) = | f)dt+C=0+C=C

und somit
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Bemerkungen.

e Teil (a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen f(x).
An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur einseitig
differenzierbar mit

F(x )= lim f(x) und F(xx7)= lim f(x).

X—X x—x Tt

e Eine Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man das unbestimmte
Integral von f(x) und man schreibt

F:Jf(x) dx

Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele. Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante.
an dx Lx”“ +C fiir n £ —1
n+1
J%dx log |x| + C fir x 20
Jsin(x) dx —cos(x) + C
JP cos(x) dx sin(x) + C
ntan(x) dx —log|cos(x)| + C fiir cos(x) #0
r.cot(x) dx log |sin(x)| + C fir sin(x) #0
Jcosl(x) dx tan(x) + C fir x # (Zk;”ﬁ mit k € Z
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Weitere Beispiele.
1 y .
——dx = —cot(x) +C firx Zkmmit k € Z
sin“(x)
[ 1
dx = arcsin(x)+ C fur x| < 1
T N M
[ 1
dx = lo <x+ ] +x2) +C
J V1 +x2 s
[ 1
dx = lo ‘x—l—\/xz—1‘+C fur x| > 1
(]
dx = arctanx+C
J 14+ x2
(] 1 14+ x .
d1—x2dx = zlog T + C fur |x| # 1.
1
Jeax dx = aeaX+C fir a # 0.
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Noch mehr Beispiele.
] )
bedx b* + C fir b > 0,b # 1.
log(b)
Jlog(x) dx x(log(x)— 1)+ C fur x > 0.
Jlogb(x) dx X (log(x) — 1)+ C fir b > 0,x > 0.
log(b)
Jsinh(x) dx cosh(x) + C
.
cosh(x) dx sinh(x) + C
tanh(x) dx log(cosh(x)) + C
.
coth(x) dx log(| sinh(x)|) + C fir x £ 0.
J
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Wichtige Integrationsregeln.
Satz (Linearitédt): Sind f, g : [a,b] — R stiickweise stetig, so gilt
J(ocf(x) + Bg(x)) dx = och(x) dx 4 f3 J g(x) dx
fiir alle o, 3 € R. H

Satz (Partielle Integration): Sind u,v: [a,b] — R stetig differenzierbar,
so gilt

Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation: (u-v) = u'v+uv'. &
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c,d] — R stetig mit
Stammfunktion F(x), so gilt

Jf(h(t))h’(t) dt = F(h(t)).

Fiir bestimmte Integrale erhalt man somit

b h(b)
J f(h(t))h'(t) dt = F(h(b)) — F(h(a)) = J f(x) dx.

a

Beweis: folgt direkt aus Kettenregel der Differentiation:

d

7 (F(W)) = f(h(t)) - (1),
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Beispiele.
e Linearitat:
J(28x3 +12x% — 2x 4+ 3) dx = 7x* +4x> —x* +3x + C
e Partielle Integration:
JxeX dx = xe* —Jex dx = (x—1)e*+C
e Partielle Integration:
Jlog(x) dx = J] -log(x) dx
— x'log(x)—ledx
X
= x(log(x)—1)+C
[]
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.

Jsinz(x) dx

—  2|sin?(x) dx

— sin?(x) dx

Jsin(x) -sin(x) dx
sin(x)(—cos(x)) + Jcosz(x) dx

—sin(x) cos(x) + J(] — sin?(x)) dx

—sin(x) cos(x) +x + C

(x —sin(x) cos(x)) + C

N —
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Ein Beispiel zur Substitutionsregel.
Substituiere x = h(t) = acos(t) in
J \/1 (x/a) de—J \/1 — cos?(t)(—asin(t)) dt,
denn
dx = —asin(t) dt h(0)=a und h(m) = —a.
Somit gilt
0
J V11— (/a2 dx = J V1= cos?(t) (—asin(t)) dt
" 7T
— aJ sin?(t) dt
0
— %(t—sin(t) cos(t)) . — a77r
]
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Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel.
Substituiere x = h(t) =t%, d.h. t = /x fiir x > 0 in
Jeﬁdx = Jettht
denn es gilt
h'(t) = 2t.
Daraus folgt
Jeﬁdx = Jettht
= 2(t—1)et+C
— 2(Vx—TeY* +C.
[]
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Bemerkung.

e Nicht jedes Integral lasst sich explizit “losen™, d.h.
e nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

e manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von

elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:

Si(x) = J smt( ) dt (Integralsinus)

0
f(x) 2 Jxe—tz dt  (Fehlerfunktion)

erf(x) = — ehlerfunktion
VT o

E(x,k) := J(] — k? sin? t)i% dt (Elliptische Integrale)
0
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Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f: [a,b] — R stetig, p : la,b] — R integrierbar und p(x) > 0 fiir
a < x <b. Dann existiert ein & € [a,b] mit

Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > 0 folgt:
min(f[a> b]) | P(X) < f(X)P(X) < max(f[a, b]) ) p(X)

Integration iliber [a, b] liefert:

b
f(x)p(x) dx < max(fla,b]) - J p(x) dx.

a

b b

min(f[a, b]) - J p(x)dx < J

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. Il
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fiir den Spezialfall p = 1 gibt es ein & € [a, b] mit

Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) —F(a) = F(&)(b—a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgt der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F(&) = fur ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor. Man erhilt die Taylor-Entwicklung einer
Funktion f € C™*! um xo durch n-fache partielle Integration:

X X

f'(t) dt = J (x — )0 () dt

X0
X
7

= (x—xo)f’(xo)—kj (x —t)'f (1) dt

X0

Fx) — f(xo) = J

X0

2

o f (Xo)+1JX

2 2

X0

= (x—x0)f (x0) + (x — xo) (x —t)2f () dt

=k 1 [*
— Z k(' 0) (x —x0)* + 0 J (x — )™ (1) dt.
k=1 ' - IXo

Daraus bekommt man die Lagrange-Restgliedformel aus Mittelwertsatz:

% J (x—t)“f(“”(t)dt:(nlnv FFD(E) (x—xo)™ ! fiir ein & € [xo, X].

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 117



UH
o KAPITEL 10: INTEGRATION TUHH

10.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) = plx) wobei  p(x) =) ax, q(x)=) brx*.
k=0 k=0

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
! o o ik
R(X) = pilx)+ [ P A Lo ]
P = (x—%)  (x—x%5)? (x —x4)"
11%]
+ Y LA Lt | NS 41 B 1o =
j=n1+1 ((X — (lj)z + b)2> ((X — (lj)z + bf)
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Erlauterungen.

e Ohne Einschrankung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen.

e Das Polynom pi(x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).

In diesem Fall berechnet man p;(x) mit Polynomdivision, und es gilt

p2(x)
q(x)

mit deg(p2) < deg(q).

e Das Nennerpolynom q(x) besitze

= R(x) —p1(x) = p(x) =pi(x) - q(x) +p2(x),

o die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;

e die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k;
und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2014 ARMIN ISKE 119



M KAPITEL 10: INTEGRATION

TUHH

Ansatz der Partialbruch-Zerlegung.

nj
X1 X2 Kjk;
R(x) = : : . J
(x) 131(x)+j [(X_Xj)+(x_xj)2+ +(x—xj)kJ]
np
+ Y L6 L | ISR 41 Lo 1o =
j=mi+1 ((x—aj)2+bj2> ((x—aj)2+bj2)

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden miissen:
Xigy j=1 ..., {=1,...,k;;
Yiey jZTl]—I—],...,le,€:1,...,kj;
6jg, j:m—|—1,...,nz,€:1,...,k)-.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,
die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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BGiSpiEl. Betrachten die rationale Funktion
1 —x
R(x) =
() x2(x2 4+ 1)
e Ansatz:
X1 X2 Y1X+ 0
R(x) = —
(x) X i x?2 * x2 + 1
= 1—x = x(x*+ Doy + (x* + oz +x*(y1x + 87)
e Ausmultiplizieren:
1—x= (o1 +v1)x> 4+ (2 +81)x% + ot1x + oz
e Koeffizientenvergleich:
x1+v1=0, o2+ =0, o=—-1, =1
e Partialbruchzerlegung:
1 1 X — 1
R(x) = —— .
() X * x?2 * xZ + 1
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

Typ |: Polynome:
S S
K 1v _ Ck  _k+1
| 3 corfax =3 St
k=0 k=0
Typ Il: Inverse Potenzen:

(

J . log(|x — xol) + C fir ¢ =1
:<
X — xn )¢ 1 | N
o) 10 (xoxge 7 T furt=23..

\
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ II:

1 y
IE:ZJ(XZ—F])QdX fur £ € N

o Fiir £ =1 gilt

]
I :JXZ_H dx = arctan(x) + C

e Fiir { > 1 kann man I; wie folgt rekursiv berechnen.

]
2(1 — 0)

p¢
(2 +1)ET

I = [(3 —20)Ip1 —

fiir 0 =2,3,....
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Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x% + 1 in

2 1 ]
J X dx:Jdu:_- e

(x2 4+ 1)¢ ut 1 —f ubt
] ]
1—1¢ (x2+1)€—1+c
e Partielle Integration:
] x% + 1 X 2x

- J(xzmﬂ o J(xzm)f o Jz 21y

= : S W

T 20—+ T 20— T

Somit:
I L PR T X fiir 0 =2,3 =
= — 1= ur { =

4 2(1 —Q) 2—1 (Xz _|_ 1)({_1 Yy
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV:

cx +d C 2(x —a) dx
dx = = dx+(d
J((x—a)z—i—bz)e * ZJ((x—a)z—i—bz)e X +CG)J ((x — a)2 +b2)"

e Erstes Integral:

2 (x —
J x—a) sdx = J—dll; mit u = (x — a)® + b*.
((x — a)? + b?) u
( Iog(l(x—a)2+b2!)+C fur £ =1
=\ 1 )
: — +C firt=23,....
| T ((x— )2 4+ b2)

e /weites Integral:

J dx B 1 J dt it X —a
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Beispiel.
Betrachten erneut die rationale Funktion
1 —x
R —
() x2(x2 +1)
B 1 1 N X — 1
 x X2 X2+
Somit bekommt man
dx dx 1 2x dx
Rix)dx = —|— 4 _
J(X)X Jx+Jx2+2Jx2—|—1 JXZ—I—l
1 1
= —log(|x|) — " + > log(x? + 1) — arctan(x) + C
H
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Substitution bei verwandten Integralen.
Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.
e Setzet =e* in
R(t
JR(eX) dx = J ¥ dt
e Mit t = tan(x/2) bekommt man
1 —+t2 2t
cos(x) = Ty und sin(x) = T
und somit durch Substitution in
. 11—t 2t 2
JR(cosx,smx) dx = JR (1 neSE +t2) S dt
]
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10.5 Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale, d.h.

e Integrale liber unbeschrankten Bereichen

JOO f(x) dx J:O f(x) dx JOO f(x) dx.

a — 00

e Integrale iiber unbeschrankten Funktionen mit Singularititen am Rand

b
J f(x) dx wobei f: (a,b] — R stetig oder f:[a,b) — R stetig

a
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f: D — R mit D C R heiBft 1okal integrierbar,
falls f iiber jedem kompakten Teilintervall [a,b] C D integrierbar ist. []

Definition: /st eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber [a,c0) bzw. (—oo, b]

bzw. (—o0, 00), so definiert man

LOO f(x)dx = yli_)moo Jj f(x) dx

Jb f(x)dx = Jim Jb f(x) dx

> y

Jio f(x)dx = J:O f(x) dx + J:O f(x) dx fir a € R.
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition' Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber (a,b] bzw. [a, D)

bzw. (a, b), so definiert man
b b
J f(x = |im J f(x) dx
y—a™ Yy
b y
J f(x = |im J f(x) dx
y—b— Jq
b C b
J f(x = J f(x) dx+J f(x) dx fir c € (a,b).
a C
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Ein Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

>
J — dx
1 X%
Wegen
(] ] .
1 — +C fir oo > 1
J — dx =« x—1x
XOC
log(|x|) + C fir x = 1
konvergiert das uneigentliche Integral
>
J — dx
1 X%
fir o« > 1 und divergiert fiir « = 1. |
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Ein weiteres Beispiel. Betrachte das uneigentliche Integral

o0 2
J Ix|le™™ dx.
Es gilt
o0 2 0 2 ©0 2 o0 2
J Ix|e ™™ dXZ—J xe * dx—l—J xe ~ dx:ZJ xe © dx,
—00 —00 0 0
und weiterhin
y , 1 v°
—X —u . 2
J xe dx = —J e —du mit U = x
0 2 Jo
_ ] (1 e_yz) —>1 firy —
= 5 5 ir y 0.

Somit gilt
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Konvergenzkriterien.

Satz: Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:

(a) Das uneigentliche Integral fzo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

z2
Ve>0:dC>a : Vzi,zo >C : |J f(x)dx| < ¢

Z1

(b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

JOO (x)] dx

a

konvergiert, so konvergiert auch das uneigentliche Integral

JOO f(x) dx.

a
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Majorantenkriterium.
Satz: Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:
(c)
Vx @ [f(x)] < g(x) und J g(x)dx  konvergent
— J f(x)dx  absolut konvergent
(d) Weiterhin gilt folgende Umkehrung:
Vx : 0<g(x) <f(x) und J g(x)dx divergent
— J f(x)dx divergent.
]
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Beispiel: Das Dirichlet-Integral

Betrachte das Dirichlet-Integral

I:J sin(x) dx.
0 X

Das Dirichlet-Integral ist konvergent, denn es gilt

J’y2 sin(x) cos(x) |72 Jyz cos(x)
dx = — — >— dx
y, X Xy, y, X
und somit
Yz g 1 1 vz ] 2
J SNl x| < —+—+J —dx=-— 50 firy — .
[]
Bemerkungen:
e Das Dirichlet-Integral ist nicht absolut konvergent;
e Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert 1 = 7t/2. []
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Beispiel: Das Exponentialintegral

e Betrachte das Exponentialintegral

X et
Ei(x) ::J Tdt fir x < 0.

Wegen limi_,_,, tet =0 gibt es ein C > 0 mit |te'| < C fiir alle t € (—o0,x],
und somit gilt

et| [te'] - C
t] t2 Tt
Mit der Konvergenz des Integrals
X
1
[ La
o

folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0 aus

dem Majorantenkriterium. H
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Beispiel: Die Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion I': (0,00) — R ist definiert durch

INx):= J e 1t T dt fur x > 0.
0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von I'(x) singular. Mit
et <t fir0<t<1
folgt jedoch in diesem Fall

t=1 1 1
= —(1—¢") — — fure — 0+.

1 1
J 1 dt = —t¥
X X X

£

t=¢

Die Konvergenz bei t = co zeigt man wie beim Exponentialintegral:

C

e—ttx+1 )
< — fir 1 <t < oo.
tZ

tZ

—ttx—1 ‘ _

e

Mit dem Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von I'(x) fiir x > 0.
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Weitere Bemerkungen zur Gamma-Funktion.
Die Gamma-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
FNx+1)=x-T(x) x >0
und es gilt
Nt =1.
[]
Folgerung: Es gilt
'Mm)=Mmn-—1)! fir alle n € N.
H
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10.6 Parameterabhangige Integrale
Beispiel: Die Gamma-Funktion

M(x) = J f(x,t) dt = J e tt* 1 dt.
0 0

Zunadchst: Parameterabhangige eigentliche Integrale.
Sei f:Ix [a,b] =5 R, I CR, so dass f fiir festes x € I als Funktion von y
integrierbar iiber [a, b] ist:

Fragen:
e Ist die Funktion F(x) stetig, wenn f(x,y) stetig ist?

e Ist die Funktion F(x) differenzierbar, wenn f(x,y) nach x differenzierbar?
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Stetigkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: /st f(x,y) stetig auf I x |a, b], so existiert das Integral
b
Fix) = | flx y) dy

a

fuir alle x € 1, und F(x) ist stetig auf 1.

Beweis: Sei xg € I C I, so dass Iy C I kompakt. Dann ist f(x,y) auf dem
Kompaktum Iy x [a, b] gleichmaBig stetig. Daher gibt es zu € > 0 ein 6 > 0 mit

x—xol <& = |f(x,y)—TF(x0,Yy)| < ¢ fir x,xo € Ip und alle y € [a, b].

Mit diesem & und |x — xo| < 0 fiir x,xo € Ip folgt dann

b
F(x)—F(xo)| = < J £, y)—Flxo0,y) dy < e(b—a).

a

b
J (fx,y) — F(xoyy)) dy

a

Somit ist F stetig in xg. Da x¢ beliebig gewahlt, ist F auf ganz I stetig. |
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Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x,y) stetig auf 1 x [a,b] und nach x stetig (partiell) differenzierbar,
so ist auch F(x) auf dem Intervall 1 stetig differenzierbar, und es gilt

b
Pl = | 5 (o) dy.

Beweis: Fiir x,xo € I, x # x¢, folgt mit dem Mittelwertsatz

F(X) — F(XO) . Jb f(X,y) — f(XO>U)
X — X0 - X — X0

b
of .
dy :J &(E,y)dy fiir ein & € [xo,x/,

und damit weiterhin

_ b b
Flxo) = lim L0 = Fxo) =J im ﬁ(a,y)dyzj 9 (xory) dy.

X—X0 X — X0 q &—%o 0x a 0x
Somit ist F differenzierbar in x,.
Da xo beliebig gewahlt, ist F auf ganz I differenzierbar. |
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Zwei Beispiele. Beispiel 1:

F(x) ZJ smi x) dt = F(x) :J cos(tx) dt.
1 1
Beispiel 2: Die Bessel-Funktion
‘] 7T
Jn(x) = - J cos(xsin(t) — nt) dt, firn € Z,
0
1 (™
(x) = —— sin(t) - sin(xsin(t) — nt) dt,
T Jo
1 1 (7t
J.(x) = — sin?(t) - cos(x sin(t) — nt) dt.
JO

Bemerkung: Die Bessel-Funktion J,,(x), n € Z, ist (eine) Losung der
Besselschen Differentialgleichung

Xy ! (x) +xy’(x) + (x* =n?)y(x) =0 fur n € Z.
Beweis: Ubung (mit partieller Integration). [
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Parameterabhangige uneigentliche Integrale.

F(x) ::J f(x,y) dy fir x € L.

Definition: Das uneigentliche Integral

J f(x,y) dy fiir x € 1

a
heiBt gleichmaflig konvergent, falls es zu ¢ > 0 eine Konstante C > a gibt
mit

Y2
J f(x,y) dy‘ < € fir alle x € 1 und fiir alle y1,y, > C.
Y1
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Das Majorantenkriterium.

Bemerkung: Es gilt das Majorantenkriterium, wonach das uneigentliche

Integral

ro f(x,y) dy

a

gleichmaBig und absolut konvergiert, falls es eine (gleichmaBige) Majorante g(y)

von f(x,y) gibt mit

oo

f(x,y)| < g(y) und J gy)dy < oo fir alle x,y € 1.

a

Beweis:
o

JOO f(x,y) dy| < JOO f(x,y)l dy gJ g(y) dy < oo.

a
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Differenzierbarkeit und gleichmalBlige Konvergenz.

Satz: Sei f(x,y) stetig und nach x stetig (partiell) differenzierbar. Weiterhin
seien die uneigentlichen Integrale

> of

Fx) i J fx,y)dy  und J 2 () dy

auf (allen) kompakten Teilmengen von 1 gleichmaBig konvergent. Dann ist F(x)
stetig differenzierbar, und die Ableitung F'(x) von F(x) 4Bt sich durch
Differentiation unter dem Integralzeichen gewinnen, d.h. es gilt

>~ 0
Fix) = | 3 xy)dy

Beweis: Analog wie im Fall von eigentlichen Integralen. []

Beispiel: Die Ableitung der Gamma-Funktion:

M(x) :J e 't Tdt TM(x) :J e Tt . log(t) dt.
0 0
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11 Anwendungen der Integralrechnung

11.1 Rotationskorper

Betrachte fiir eine Funktion f(x) die Rotation des Funktionsgraphen y = f(x)
um die x-Achse iiber dem Intervall [a, b].

Dann gilt fiir die Querschnittsflache

Prinzip von Cavalieri: Haben zwei Korper die jeweils gleiche
Querschnittsflache, so stimmen ihre Volumina tberein. []
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Beispiel. Durch die Rotation der E11ipse

XZ yz
__|_b_2:]

um die x-Achse erhalt man ein Rotationsellipsoid mit dem Volumen

mit a,b > 0

2

a X 2
Vit = T[J—a b\/1—(a) dx
a 2
= anJ (1 — X—2> dx
_q a

4
= gﬂfabz.

Speziell bekommt man fiir a = b = r das Volumen

4
Vrot = §7TT3

der Kugel um Null mit Radius r > 0. []
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Die Oberflache eines Rotationskorpers.

Fiir die Oberflaiche (Mantelfliche) eines Rotationskorpers gilt die Formel

Oyor = J \/ 1+ 12 dx

[]
Beispiel: Fiir die Oberflache der Kugel um Null mit Radius v > 0 gilt mit
y="_(x) =12 —x?
die Formel
Ot =27 J’TT 2 —x2 rzr_ = dx = 27r JrT dx = 4mr.
[]
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11.2 Kurven und Bogenldnge

Definition: Sei ¢ = (¢1,...,¢cn) : [a,b] — R™ eine stetige Funktion.

e Dann wird ¢ als Kurve im R™ bezeichnet; c(a) heift Anfangspunkt, c(b)
heiBt Endpunkt von c. ¢ heifit geschlossene Kurve, falls c(a) = c(b).

e Falls c:[a,b] — R™ eine C'-Funktion, d.h. jede Koordinatenfunktion cj(t)
ist stetig differenzierbar, so heiBt c(t) eine C'-Kurve.

o c(t) heiBt stiickweise C'-Kurve, falls es eine Zerlegung
a=to<t1 <...<tqu=0D
gibt, so dass c(t) auf jedem Teilintervall [t;, ;1] eine C'-Funktion ist.

e Die Kurve c heiBt glatt, falls

%c(t) =¢(t) = (¢} (t),...,ch (1) #0 fir alle t € [a, b].
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Beispiele:

e Die Kurve
c(t) := (cos(t),sin(t)) " t € [0, 27

beschreibt einen Kreis im RZ.

e Die Kurve
c(t) = (r(t —sin(t)),r(1 — cos(t)) '

beschreibt eine Zykloide.
Wegen
¢(t) = (r(1 — cos(t)), rsin(t))’

ist die Kurve an den Stellen t = 271k, k € Z, nicht glatt.

e Die Kurve
c(t) = (rcos(2mt), rsin(2mt), ht) ' firteR

beschreibt eine Schraubenlinie (Helix) mit Radius r und Ganghdhe h.
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Umparametrisierung von Kurven.

Ist ¢ : [a,b] — R™ eine Kurve und h: [e, B] — [a, b] eine stetige, bijektive und
monoton wachsende Abbildung, so hat die Kurve

(coh)(t) =c(h(T)) fira<t<p
die gleiche Gestalt und den gleichen Durchlaufsinn wie die Kurve c.

Bemerkungen:

e Man nennt t = h(t) eine Unparametrisierung (Parameterwechsel).
Die Kurven ¢ und ¢ o h werden als gleich angesehen.

e Im Fall einer C'-Kurve werden nur C'-Parameterwechsel zugelassen.
e Jede stetige Funktion y = f(x), a < x < b beschreibt eine Kurve mit

c(x) == (x, f(x))' fira<x<b

bzw. c(t) :=(a+t(b—a),fla+t(b—a)))' fir0<t<1.
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Die Bogenlange einer Kurve.

Sei Z={a=ty<ty...<ty, =Db}eine Zerlegung von |[a, b], so ist

L(Z):= lc(tj+1) —clt;)]]
i—0

eine untere Schranke fiir die Bogenlange der Kurve c(t).

Definition: /st die Menge {L(Z) : Z € Z[a, b]} nach oben beschriankt, so heiBt
die Kurve ¢ rektifizierbar, und in diesem Fall ist

L(c) :=sup{L(Z) : Z € Z[a,b]} = ||ZIiHm OL(Z)

die Lange der Kurve c. []
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Berechnung der Bogenlinge einer C'-Kurve.

Satz: Jede C'-Kurve ist rektifizierbar, und es gilt

b
L(c) = j [e(t)]| dt

a

Beweisidee: Zunachst gilt die Darstellung

m—1

Lz)= )
S\S

und nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen Ty, mit t; < Ty, < tj41, so dass

Y (cr(tisr) — cil(t))?

ck(tj11) — ck(ty) = cilti;) - (H41 — 1),

somit

m—1 n
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Beispiel.

Berechnen die Lange eines Zykloidenbogens
c(t) = (r(t —sin(t)), (1 —cos(t)))" fir 0 <t < 2m
mit
¢(t) = (r(1 —cos(t)),rsin(t))’

le(t)]| = r\/(1 — cos(t))2 + sin?(t) = 2rsin(t/2)

27
Lic) = ZrJ sin(t/2) dt = 8r
0

Bemerkung: Die Bogenlinge einer C'—Kurve ist unabhingig von der
Parametrisierung, denn es gilt

3 B b
L(coh) = j le(h(D)N (7)) dt = J Jé(h(t)||W(T) dt = J Jé(t)] dt = L(c)
x x a
[]
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Die Bogenliangenfunktion einer C'-Kurve.

Definition: Sei c : [a,b] — R eine C'-Kurve.
e Die Funktion

S(t) ::j [0 de

a
heiBt die Bogenlangenfunktion von c.

o Ist c glatt, so ist S:[a,b] — [0,L(c)] ein C'-Parameterwechsel.

e Die Umkehrabbildungt =S~ '(s), 0 < s < L(c), ist dann ebenfalls ein
C'-Parameterwechsel.

e Die Parametrisierung
é(s) =c(S7'(s)) fiir 0 < s < L(c)

von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlénge. ]
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Eigenschaften der Bogenlangenparametrisierung.

Bemerkung: Fiir die Bogenlingenparametrisierung ¢(s) = c¢(S~1(s)) gilt:

e Die Ableitung von ¢(s) ist gegeben durch
]
1e(S=1(s))]]

Daher ist ¢’(s) ist ein Einheitsvektor, d.h. mit dieser Parametrisierung
wird die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.
Weiterhin ist ¢’(s) der Einheitstangentenvektor von c.

&'(s) = ¢(S7(s))

e Aus (¢'(s),¢(s)) =1 folgt durch Differentiation
(8" (s),&(s)) =0

d.h. der Beschleunigungsvektor ¢ (s) beziiglich der Bogenlinge steht
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(s).
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Hauptnormale und Kriimmung.

Definition: Sei &(s) = c(S™'(s)) die Bogenlingenparametrisierung der Kurve c.

e Dann bezeichnet man den Vektor

_ ¢ (s)
M N
als den Hauptnormalenvektor von c.
e Die Funktion
k(s):= & (s)| fiir 0 <'s < L(c)
nennt man die Kriimmung von c. []

Beispiel: Mit der Parametrisierung des Einheitskreises nach der Bogenlinge:

C(s) = os(s),sin(s)) fir 0 <s <2m

(s) = —(cos(s),sin(s))

—
2]
—

n

K(s)

(c
6/
1
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Parametrisierungen von Funktionsgraphen.

Betrachte Graph von y = y(x) als Kurve im R?, d.h. c¢(x) = (x,y(x))". Dann:

c(x) = (1L,y(x)?' ds = 1+ )2 dx
L(c) = f V1+ )2 dx K(x) = (\/1|f(yf7(2|))2>3
Betrachte analog fiir y(x) und z(x) die Kurve c(x) = (x,y(x),z(x))" € R3:
c(x) = (Lyx),zx)'
ds = \/1+(y(0))*+(Z(x)?dx  (Bogenlingenelement)

b
Le) = | 1+ W02+ ()2 ex
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Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten.

e Fiir die Polarkoordinaten r = 1(t), @ = @(t) im R? gilt:

c(t) = (rcos(e),rsin(p))! fira<t<b

l_‘
—
@)
—
]

b
J V2 4+ 12¢2 dt.

a

e Fiir die Kugelkoordinaten r = r(t), @ = @(t),p = P(t) im R3 gilt:

c(t) = (rcos(@)cos(P),rsin(@)cos(P),rsin(P))’ fira<t<b

b
Lc) = J 72 + 12¢2 cos? (V) + 22 dt.

a
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Beispiel: Kardioide in Polarkoordinaten.

Betrachte die Kardioide (Herzlinie) in Polarkoordinaten:

r=a(l + cos(¢)) fira>0,0< ¢ < 2m.

Fiir den Umfang (d.h. Bogenlange) der Kardioide gilt:

27t

27
L(c) = J \/az sin(@) + a2(1 + cos(¢))2 de = ZaJ

.cosg‘ dep = 8a
0 0 2

[]
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Die von einer Kurve umschlossene Flache.

Satz: Fiir die von einer C'-Kurve c(t) = (x(t),y(t))" € R? iiberstrichene
Flache gilt:

Beweisskizze: Summiere fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] iiber die Flachen

Fil = z”c(ti) X c(tit1)]] = %(Xiyiﬂ — Xi4+1Yi) firo <i<m-—1.
1 . — XiYi+1 _X1+1yl
~F(Z) = 5 (XiYit1 — Xir1Yi) = Z At
i—0 i—0 1+1
1 = ( Yi+1 —Yi  Xig1 — X )
= 5 Xi - Yi | Aty
2 = tipr —t tip—
1 b
> 3| tugn —xwye) an m
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Beispiel: Die Archimedische Spirale.

Die Archimedische Spirale ist in Polarkoordinaten gegeben durch

x=a@ cos(@), y=aq sin(e), fira>0,¢p eR

Berechnung des Umfangs (Bogenldange) und der Flache der innersten Schleife:

7w/2
Lic) = J Va2 + aZe? de
—7t/2
a 7w/2
— > [(p\/]—l—(pz—l—log((p—l—\ﬂ—l—(pzﬂ ~ 4.158a
—7t/2
und mit

XY —xy =12¢
gilt

/2 az 7t/2
J r’de = — J 0% do ~ 1.292a°.
—7t/2
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11.3 Kurvenintegrale

Definition: Sei f: D — R, D C R"™, eine stetige Funktion und c : [a,b] — D
eine stiickweise C'-Kurve. Dann wird das Kurvenintegral (Linienintegral)
von f(x) langs ¢ definiert durch

b
J f(x) ds := J f(c(t)) ||e(t)] dt.

Notation: Fiir eine geschlossene Kurve ¢ schreibt man auch

£ f(s) ds.
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Parametrisierungsinvarianz von Kurvenintegralen.
Satz: Das Kurvenintegral ist unabhiangig von der Parametrisierung der Kurve.

Beweis: Fiir einen Parameterwechsel h : [«, 3] — [a, b] einer Kurve ¢ gilt

-3
J f(x)ds = f(c(h(T))) dic(h(’f))H dt
coh Jx T
3
= f(c(h(T))) |¢(h(T))|| h'(T)dT
b
= | flc(t))][e(t)]| dt
= h f(x) ds
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BEiSpiE'. Betrachte einen krummlinigen mit Masse belegten Draht,
beschrieben durch eine C'-Kurve ¢ und mit der (inhomogenen) Massendichte p.

e Fiir die Gesamtmasse des Drahtes bekommt man

b
J p(x) ds = j ple(t)) lé(t)] dt.

a
e Der Schwerpunkt des Drahtes liegt bel

~Jop(x)xds
T T p(x) ds

e Das Tragheitsmoment des Drahtes ist gegeben durch
0= J o(x)r?(x) ds
Cc

wobei 1(x) der Abstand von der Drehachse ist. ]
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12 Fourier-Analysis

12.1 Grundlegende Begriffe

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heiBt periodisch mit
der Periode T (oder T-periodisch), falls

f(t+T) = f(t) fiir alle t € R.

Ziel: Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe

f(t) = > + ) lax cos(kwt) + bicsin(kevt ]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k =2,3,...
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Bemerkungen.
e Ist T eine Periode von f, so auch kT, k € Z, eine Periode von f.

e Sind T7 und T, Perioden von f, so sind auch
kiTy +koTo fir k1,ky € Z
Perioden von f.

e Existiert eine kleinste positive Periode T > 0 von f, so ist die Menge der
Perioden von f gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion f besitzt eine solche kleinste Periode.

e Sind f und g T-periodisch, so ist auch «f 4+ 3g, &, 3 € R, T-periodisch.
e Ist f T—periodisch und integrierbar (iiber kompakten Intervallen), so gilt

Tf(t) dt = ChLTf(t) dt
e,

fir beliebige a € R.
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Periodische Fortsetzungen.

Definition: Eine Funktion g(t), t € [0, T] bzw. t € [0, T/2] 148t sich zu einer
T-periodischen Funktion f : R — R wie folgt fortsetzen.

e Direkte Fortsetzung.
f(t) := g(t — kT) firkT <t < (k+1)T

e Gerade Fortsetzung. Sei g(t) auf [0, T/2] gegeben. Dann setze

2k — 1 2k + 1
f(t) := g(t — kT) fuir (%>T§t< ( kz—l_ )T,

wobei g zunachst an der y-Achse gespiegelt wird:

.
g(t) := g(—t), fiir —5 <t<O.

T
g(t) .= —g(—t), fLir —3 <t<0O.
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Fourier-Reihen und trigonometrische Polynome.

Definition:
e FEine Reihe der Form
ao - : :
f(t) = > +Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)
k=1
heisst Fourier-Reihe (oder trigonometrische Reihe). Dabei sei

27

= — > 0.
T
e Die zugehorigen Partialsummen
ao — : :
f(t) = 7—|—Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)] mit ay, by € R (oder C)

k=1

der Fourier-Reihe f(t) heiBen trigonometrische Polynome vom Grad n.

[]
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.
e Es gilt die Eulersche Formel

e™ = cos(x) + isin(x) fur alle x € R,

womit

cos(x) = % (eiX + e_ix) und  sin(x)

1

:2_i<e —e )

e Damit lassen sich die trigonometrischen Polynome wie folgt darstellen.

falt) = S0+ ) [axcos(kwt) + bysin(kwt)]
k=1
a0 | v [ax —ik br ik ik
— 7_|_Z 7(6 wt 4 o wt)_|_2_i(e wt _ o wt)]
k=1L
= 32 ;¢ T3 e

K‘
|
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe.

e Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als

fr(t) = )  yre™! firte R
k=—mn
mit den Koeffizienten
] 1 . 1 )
Yo = 5 0o, Yi = E(ak —iby ), Yok = z(ak + iby),

womit gilt
ap = 2vo, Ak = Yk + Y-k, bx = ilyk —v—«x).

e Fiir die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

IKUIt ikwt ikwt -
f(t) _nll_r)nOO Z Yie Z Yie Zyke fir t € R.
-n k=—o0 keZ

Wichtige Frage: Konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder gleichmaBig)?
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Orthonormalitat der Basisfunktionen.

Satz: Die Funktionen et*®t k c¢ Z w = 27t/ T, bilden ein Orthonormalsystem

beziiglich des Skalarprodukts

[ —
(u,v) == —J u(t)v(t) dt
T Jo
Beweis: Einerseits
. . 1 (7 . . 1 (7
<elkwt) elkwt> _ T JO e—lkwtelkwt dt = T JO 1 dt = ])
andererseits
ikwt _iflwt 1 T'(Ek)t 1 1 (Ek)tt:T
ikwt ilwty _ 1 til—kwt 34 — _ tm)@ =0
e e TJOe Till—Kw " —o
fiir k £ £. o
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten.

Satz: Konvergiert die Fourier-Reihe

n—oo

n
lim f(t) = lim Z vietket
n—oo

k=—n

auf [0, T] gleichmaBig gegen eine Funktion f, so ist f stetig und es gilt:

1 (! .
Yie= J f(t)e vt dt fiir k € Z.
0

Beweis: Da f,, stetig und gleichmaBig gegen f konvergieren, ist f stetig.
Weiterhin:

T T
J f(t)e—iﬁwt dt = J Zykeikwte—iﬂwt dt
0 0 xez

T
_ Z ,ykJ etkwte—lﬂwt dt = ve - T N
=/ 0
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Orthonormalitat und Fourier-Koeffizienten in R.

T 0 : k#L
J cos(kwt) cos({wt) dt ¢ T/2 : k=L0+#0
0
T . k=£0=0
p
T 0 . k#HL
J sin(kwt) sin(fwt) dt 3 7
0 T/2 @ k=040
\
T
J sin(kwt) cos(fwt) dt 0
0
2 r T
Ay T f(t) cos(kwt)dt firk >0
0
2 r T
by T f(t)sin(kwt)dt firk>0
0
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12.2 Fourier-Reihen

Definition:

e Eine Funktion f: [a,b] — C heifit stiickweise stetig bzw. stiickweise
stetig differenzierbar, falls f(t) bis auf endlich viele Stellen auf [a, b]
stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in diesen Ausnahmepunkten die
einseitigen Grenzwerte von f(t) bzw. f'(t) existieren.

e Flir eine stiickweise stetige Funktion f: [0, T] — C werden die
Fourier-Koeffizienten von f(t) definiert durch

1 (" .
Y= J f(t)e kvt dt flirk € Z
0

Dabei ist w = 27t/ T die Kreisfrequenz. []
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Bemerkung: Mit den (komplexen) Fourier-Koeffizienten vy bekommt man die
(reellen) Fourier-Koeffizienten

2 ('

ax = T f(t) cos(kwt) dt fur k >0
JO
2 ('

b = T f(t) sin(kwt) dt fur k > 0
JO

Definition: Die mit den Fourier-Koeffizienten gebildete Reihe

Fe(t) = Z yietkwt — % + Z lay cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=—o0 k=1

heit die Fourier-Reihe von f(t). []

Bemerkung: Bei der obigen Definition verwendet man die direkte Fortsetzung
der Funktion f: [0, T] — C zu einer T-periodischen Funktion. Notation:

f(t) ~ Z yre et

k=—oc0
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Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T-periodische Funktion. Dann gilt:

4 T/2

f(t) gerade — ay = TJ f(t) cos(kwt)dt wund by =0
0

4 (1/2
f(t) ungerade — a, =0 und by = TJ f(t) sin(kwt) dt.
0

Beweis: Beispielsweise gilt fiir f gerade (argumentiere fiir f ungerade analog):

b, = % JOT f(t) sin(kwt) dt = % LT f(—1) sin(kwT) dt

= —EJ’O f(t) sin(kwTt) dt = —
.

.
71 J f(t) sin(kwT) dT = —Dx.

rT/2 2 0 T/2
f(t) cos(kwt) dt = = J f(t) cos(kwt) dt + J f(t) cos(kwt) dt
~T/2 T 1) 2 0

=N

T/2 T/2
J f(t) cos(kwt) dt] :

T/2
J f(—71) cos(kwT) dt + J
0

0 0

=N

f(t) cos(kwt) dt] = $ [
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Betrachte die Sdgezahnfunktion

0 . furt=0oder t =27
S(t) :=
(mr—t) : fir0<t<2m

Ny

Die Sagezahnfunktion ist ungerade, also gilt (mit w = 1)
2 (MTm—t 1
ax =0 und bk:—J n sin(kt) dt = —
T)y 2 k
und damit bekommt man die Fourier-Reihe
sin(2t)  sin(3t)
2 T3 ¢

S(t) ~sin(t) +

Approximation der Sagezahnfunktion durch 10. Partialsumme

10

S1o(t) = Z sinl(ckt).
k=1
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Beispiel: Die Rechteckschwingung.

Betrachte die Rechteckschwingung

2

0 : firt=0,t=modert=2m
R(t):=< 1 : firO<t<m
—1 : firnm<t<2m

\
Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ak:O

by = = | sin(kt)dt=

2 JT‘ 0 : fiir k gerade;
4
7T 0 -

fiir k ungerade.

Die Fourier-Reihe von R(t) lautet daher

4 (sin(t) L sin(3t)  sin(5t) +) |

R~ 27 3 5
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Noch ein Beispiel.

Betrachte f(t) = t?, —mt < t < 7 mit direkter 27-periodischer Fortsetzung.

Die Fortsetzung ist gerade, damit folgt

2 (™ 2 . firk=0
ak:—J t? cos(kt) dt =

3
m o (k4 o firk=1,2,...

Damit bekommt man die Fourier-Reihe

m>  4cos(t) 4 cos(2t)
I S A %

T...
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Rechenregeln fiir Fourier-Reihen.
Fir f, g : R — C stiickweise stetig, T-periodisch mit
flt)~ )  vie™ ™ und  g(t)~ ) Set !
k=—00 k=—o0c0
gelten die folgenden Rechenregeln.
e Linearitat:
of (t) + Bg(t) ~ > (aoyi + POy )et "
k=—o00
e Konjugation:
m N Z v eikwt
k=—00
e Zeitumkehr: -
f(—t) ~ Z y_et et
k=—o00
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Weitere Rechenregeln fiir Fourier-Reihen.
e Streckung:
f(ct) ~ Z vietklew)t firc >0
k=—o00
e Verschiebung:
f(t+a) ~ Z (yrethwe) ethet fira € R
k=—o00
e Ctf()  ~ Z Vi_ne ket firneZ
k=—0o0
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Noch mehr Rechenregeln fiir Fourier-Reihen.

e Ableitung: Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt

e Integration: Gilt ap =vyo = fg f(t) dt = 0, so folgt

t 1 (7 > b
JO flo)de~—= JO (1) dT — ]; [ﬁ cos(kwt) — f—; sin(kwt)
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Konvergenzsatz.

Satz: Sei f : R — C T-periodisch und stiickweise stetig differenzierbar. Dann
gelten die folgenden Konvergenzaussagen fiir die zugehorige Fourier-Reihe

Fe(t) = % + Y lak cos(kwt) + by sin(kawt)] fiir t € R.
k=1

e Die Fourier-Reihe konvergiert punktweise und fiir alle t € R gilt

Fe(t) = % () +f(t7)] fiir t € R.

e In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz der Fourier-Reihe gleichmaBig.

Bemerkung:
Die Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier-Reihe nicht aus. [
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

0 . furt=0odert =27
(m—t) : fur0<t<2m

S(t) .=

N —

Fehlerfunktion: Definiere fiir 0 < t < 27

Rn(t) = %(t—ﬂ) + sin(t) + Sin(ZZt) L4 sinilnt)

Es gilt:
sin [(n 4+ 3)t]

14+ 2cos(t) +2cos(2t) ...+ 2cos(nt) =

sin(t/2)
Integration:
tsin [(n + l)’t} B _ sin(2t) sin(nt)
Jﬂ i dr= (t—m)+ 2sin(t) + 2700 + L4250
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Daraus folgt:

dt

~(tsin[(n+3)T]
Rnlt) = Jﬂ SPTCT)

— COS [(n—l— %) t] 1 t 1 d 1
In+ 1)sin(t/2)  Zn+ LCOS ((“+ 2) T) dt (sin(T/Z)) dt

~ —cos [(n - %)t} CoS [(n — %)E] 1
 (2n+1)sin(t/2) i 2n+1) (sin(t/Z

)—1) fur & € [m, tl,

und daher
2

Rn(t)] < (2n + 1)sin(t/2)

Ist t € (0, 27) fest, so gilt:

IR (t)] — 0 t— o0
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Approximation im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f : R — C eine T-periodische, stiickweise stetige Funktion, und seien

Sa(t) = % + Z [ay cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

die Partialsummen der zugehoérigen Fourier-Reihe von f. Fiir den linearen Raum

T, := span {L,cos(wt),...,cos(nwt),sin(wt),...,sin(nwt)} C C(R)

V2

der trigonometrischen Polynome mit dem Skalarprodukt

T

(u,v) = %Jﬁv(t) dt
0
gilt
If = Snll < |If— o] fiir alle @ € Ty,

d.h. S, ist Bestapproximation an f aus T, beziiglich || - ||.
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Beweis: Die Funktionen

-

@o(t) ,  @k(t) =cos(kwt), VPi(t) =sin(kwt) k=1,2,...,n

bilden eine Orthonormalbasis des linearen Teilraums T, C C(R).

Dann ist die Bestapproximation s* € T, aus T, an f € C(R) gegeben durch
die orthogonale Projektion von f auf Ty:

s™(t)

n
<00 > @o(t) + ) [<f,0x > @r(t)+ < f, i > Pi(t)]
k=1

= (1) + D lax@r(t) + b (t)]
k=1

— Sn(t)>

wobei ag = V2 < f, g >, ax =< f, @ > und by =< f, Py > fiir
k=1,2,...,n. |
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Die Besselsche Ungleichung.

Satz: Es gilt die Besselsche Ungleichung ||Sn||* < ||f]|%, d.h.

Y el + b < ?J ()2 dt.
k=1 0

lapl?
2

Beweis: Es gilt

0 < |f=Sn|* =<f—Sn,f—Sn>=]f]|*—2Re < f,Sn > +||Sn]|*

a n
= Hf|\2—2Re<f,70<po+z(ak<pk+bk¢k)>+Hsn|\2
2 k=1
n
a
= ||f|> = 2Re << f, \—;(po >+ Y lax < f, Qi > +by < £,y >]> +1Sn1?
2 k=1
12 =2 |aol? = 2 1 po 2 S 112 — (Ifl12 — |IS.. 112
= Il S+ Y Dl +10wP] | + [Snl = 1] = S
k=1
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Das Riemannsche Lemma.

Folgerung: Aus der Besselschen Ungleichung folgt insbesondere die Konvergenz
der beiden Reihen

oo oo
> lal? und > byl
k=1 k=1

und damit gilt das Riemannsche Lemma

Iim ax = lim by =0.
k—o0 k—o0
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Satz: Ist eine T-periodische Funktion f : R — R (oder f : R — C) stiickweise
(m + 1)-fach stetig differenzierbar, und sind die Ableitungen

f(O) f(U

) ,...

,f(m—U

stetig auf R, so gibt es eine Konstante C > 0 mit

C 3
[yl < =R fiirk = £1,42,...

Fazit: Je glatter f, desto schneller konvergiert die Fourier-Reihe F¢ gegen f.
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Beweis: Reicht zu zeigen fiir m = 0. Sei f(t) stiickweise stetig differenzierbar
mit Unstetigkeitsstellen

O=to<ti <...<tiy =1

Dann bekommt man mit partieller Integration

!
Tye = Jf(t)e_‘kwtdt
0
] m—1 o SR .
= —=— ) |f(t)e et —J f/(t)e Ot dt
ikw = e N
und somit
v o< LS i 115 + & [ teoiat
L W J+ j 0
S
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Die Parsevalsche Gleichung.

Bemerkung. Fiir n — oo geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit iiber,
d.h. es gilt die Parsevalsche Gleichung lim,_,o ||Sn||? = ||f||?, d.h.

laol? - 2 2 2 (' 2
——+ ) [lal?+bl?] =2 | [f(D)Fdt,
0

denn die Fourier-Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, d.h.

lim ||[f —S,| =0.

n—oo

Beispiel: Fiir die Rechteckschwingung R(t) gilt 2 fo f(t)]? dt = 2. Da ax =0
fir alle k € Np, gilt weiterhin

= 16 /1 1 1 16
2 _ Y0 o _ L —
;lbkl—ﬂz(1+32+52+...> o =2
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Eindeutigkeitssatz.

zwei T-periodische stiickweise stetige Funktionen mit

N—

Satz: Seien f(t) und g(t

(f(t) + f(th)) fir alle t € [0, T};

(g(t_) + g(t*)) fur alle t € [0, T].

Weiterhin besitzen f und g dieselben Fourier-Koeffizienten, d.h. es gilt

T T
J f(t) cos(kwt)dt = g(t) cos(kwt) dt fur alle k € Np;
0 JO
T T
J f(t)sin(kwt)dt = g(t)sin(kwt) dt fur alle k € N.
0 JO
Dann stimmen f und g auf ganz R iiberein, d.h. es gilt f = g. []
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13 Numerische Quadratur

Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral
b
[ =1I[f] = J f(x) dx

mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numerische Quadratur (Quadraturformel) der Form

n

I[f] = Inlfl = ) gif(x:)

i=0
mit
e Knoten x; € [a,b], firi=0,1,...,m;

e Gewichten g; fliri=0,1,...,m.
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13.1 Newton-Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p,, zu Daten
(Xi,f(Xi)) iZO,],...,Tl

und integriere die Interpolante

n

pn(x) = éh(x)f(xi) mit Li(x) = ]1_! 7:__7:]
j A1

Ergebnis: Quadraturformel
b n
Lolf) = | palx)dx =) gif(x

mit Gewichten
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Konstruktion der Newton-Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden dquidistante Knoten

xi = a + ih, 0<i<n, wobei h = (b —a)/n.
Ergebnis: Newton-Cotes—Quadraturformel

b n
In [ﬂ — J Pn (X) dx = (b - (1) Z (Xinf(xi)
1=0

mit Gewichten

.I b n L ) .l n N s
Kiy = JHX hd dx:—J HS - ds fir 0 <i<n,

b—a a 3o Xt X njo -5 1)
A1 A1
unter Verwendung der Substitution s = (x — a)/h. ]
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Die Trapezregel.
Wahle n = 1 und somit xo = a und x; = b. Damit gilt

X —a b—x

pi1(x) = f(b)—l—b_a

b—a -fla)

und somit bekommt man die beiden Gewichte

-1

]
X1 = do(]—x)dx—z

X117 = x dx =

Daraus folgt die Trapezregel
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Die Simpsonregel.

Wa3ahle n = 2 und somit

b+ a
X0 =40a, X1 = , X2=0D
2
Damit bekommt man die drei Gewichte
1 (? 1
X2 = ZJO(X_”(X_Z)dX:g
1 (? 2
X12 = deX(Z—X)dng
1 (? 1
Xyo = Zdox(x—l)dx:g

[[f] = [;[f] = o g 2 (f(a) + 4f (b—;_a) +f(b)) :
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Zwei weitere Newton-Cotes-Formeln.

e 3/8-Regel.
_ b— b—
i = 25 () +37 (o 252 3 (a4 2052 ) 11w
e Milne-Regel.
b—a b—a b—a

+32f (a—l— 30 " a)) + 7f(b)]
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Ubersicht: Gewichte der Newton-Cotes Formeln.

n Xin

] % % Trapezregel

2 % % % Simpson-Regel
3l 3 3 % 3/8-Regel
4|95 35 5 95 g0 Milne-Regel

Satz:
Die Newton-Cotes-Formel I, [f] integriert Polynome vom Grad < n exakt.

Beweis: Das Interpolationspolynom p,, € P, zu den n + 1 Daten (xi, f(xi)),
0 <1< n, rekonstruiert f € P,, exakt, d.h. f = p,,, und daher gilt

b
[[f] = Ilps] = J Pn(x) dx = [, [f] fur alle f € P,,. |

a
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.
R lfl := I, [f] — Ilf] heiBt Quadraturfehler der Quadraturformel I,,(f).

Erinnerung: Darstellung fiir den Interpolationsfehler:
.] n

o _ (m+1) . o~
f(x) pn(x)—(H])!f () H(X Xi)

Beispiel: Fiir den Quadraturfehler der Trapezregel (n = 1) gilt

b b £(2)
Rilf] = j(m(x)—f(x))dx:—J ) ayx—b)dx

a . 2!
B (° I
= —— L(x—a)(x—b)d 12

und somit gilt fiir h = b — a die Fehlerabschatzung

2(E)(b —a)’

Ry [f]] = |14 [f] — T[] |<—||f Moo - 1.
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Quadraturfehler der Newton-Cotes Formeln.

wobel jewells

Rn[f]

h3 5 02) (&)

Trapezregel

Simpson-Regel

h° 24 (&)  3/8-Regel
h7%f(6)(6) Milne-Regel
h:b—a
n

ANALYSIS I1
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Zusammengesetzte Newton-Cotes Formeln.

Ziel: Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b].

Gegeben sei die dquidistante Unterteilung mit den Knoten

b—a

t, = th 1=0,1,...,N, h=
a-—+1 1 N

Verwende auf jedem Teilintervall [ti, t;;1] Quadraturformel der Ordnung n.

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel

T = 3 o (f(t) + b))
1=0
— h @+f(a+h)+---+f(b—h)+@>.
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Fehlerabschatzung zusammengesetzte Trapezregel.

Satz: Fiir die zusammengesetzte Trapezregel gilt die Fehlerabschatzung

2

h
< —(b— a)||f(2)||oo.

b
J f(x)dx —T(h)| < 3

a

Beweis:

b
J f(x) dx — T(h)

N1 41
< J f(x) dx — I%J) [f]

j=0 71

N—1
S ()+1 ]) Hf(Z)Hoo

12

j=0

N h?
< —hRI|e = —=b-—a|f?|, =
<SP = 75 (0= )2
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Die zusammengesetzte Simpson-Regel.

Wende die Simpson-Regel auf die Teilintervalle [t,i,t2i42] an, mit Knoten
tai, taie1,  t2ig2 fir 0 <1< N/2 -1,

wobei N gerade. Dann bekommt man die zusammengesetzte Simpson-Regel
N/2—1

D (f(tar) + 4f(tain) + f(t2i42))
i—0

S(h) =

Wl w|Z

(f(a) +4f(a+h) + 2f(a+ 2h) +... +4f(b —h) + f(b))

Satz: Fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel gilt die Fehlerabschatzung

b h4 (4)
f(x)dx — S(h)| < —(b — oo
Beweis: analog wie bei der zusammengesetzten Trapezregel. []
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13.2 GauB-Quadratur

Erinnerung: Mit der Newton-Cotes Quadratur

b
[L[f] = gif(xi) = I[f] :J f(x) dx

a

M=

i=0
werden Polynome vom Grad n exakt integriert.

Dabei sind die Knoten xi, 0 < 1i <n, aquidistant auf [a, b] verteilt.

Grundidee der GauB-Quadratur: Variiere die Knoten Xxg,...,Xy.
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Grundidee der GauB-Quadratur.
Ziel:

Variiere Knoten, um Polynome moglichst hohen Grades exakt zu integrieren.

Genauer:
Approximiere fiir eine feste positive Gewichtsfunktion w: (a,b) — (0, c0)
Integrale der Form

durch Quadratur der Form
Ifl ~ Y fxi)ws

1=0

mit einer speziellen Wahl von Stiitzstellen x; und positiven Gewichten wy.

Ergebnis: Gaufische Quadraturformeln mit (n + 1) Knoten integrieren
Polynome vom Grad 2n + 1 exakt. []
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Beispiel: GauBB-Tschebyscheff-Quadratur.

e Integrationsintervall: 1 = [—1, 1]

e Gewichtsfunktion: w(x) =1/v1 —x2.

e Knoten: Nullstellen

74
Xi = COS 1+171 fir0<i<n
2n+2

des (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynoms

Trni1(x) = cos((n+ 1) arccos(x)) € Prit fir x € [—1,1].

e Konstante Gewichte: w; = t/(n + 1).

e GauB3—-Tschebyscheff Quadratur:

n

1
In[ﬂ — 1 Z f(xi) ~ Iw [ﬂ — J 1 f(X)W(X) dx.

1=0
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Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome.

Satz: Die Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T bilden eine orthogonale Basis des
Polynomraums P,, beziiglich des gewichteten Skalarprodukts

:
(f> g)w = J_1 f(x)g(x)w(x) dx.

Genauer gilt:
)

T flirk =7 =20
(T, T)w =4 m/2 fiirk =7 > 0
L 0 fiirj # k
Beweis: Ubung (mit Substitution t = cos(x)) []

Satz: Fiir die Tschebyscheff-Polynome gilt die Rekursionsformel
Trep1(x) = 2xTie(x) — T (x) firk > 1,
wobei To = 1 und T7(x) = x. ]
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Legendre-Polynome.

Satz: Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 auf dem Intervall 1 = [—1,1] sind die

Legendre—-Polynome
1 an
- 2nnl dxn

Orthogonalpolynome. Genauer gilt:

Ln(x) (Xz —1)™ € Pn

2 H _
nrl furn—mZO

(Ln>Lm) —
0 flir n #= m

Beweis: Ubung (per Induktion).

Satz: Fiir die Legendre-Polynome gilt die Rekursionsformel

2 1
Lngi1(x) = T?—:—] xLn(x) — TIL—I—]LTL_1 firm > 1,

wobei Lo = 1 und L1 (x) = x.
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Weitere Eigenschaften der Legendre-Polynome.

Die ersten Legendre-Polynome sind gegeben durch

Lo(x) = 1

Li(x) = x

Li(x) = (3x*—1)/2

L3(x) = (5x°—3x)/2

Ls(x) = (35x* —30x*+3)/8

Deren jeweilige Nullstellen sind gegeben durch
Ly : xo=0
Lz . X0/1 = + ]/3

L3 . XQ—O X1/2 =

+
La : Xp/1/2/3 == \/g
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Zur Konstruktion der GauBB-Legendre-Quadratur.

e Integrationsintervall: 1 = [—1, 1]
e Gewichtsfunktion: w(x) = 1.
e Knoten: n + 1 Nullstellen xg,...,Xx, des Legendre-Polynoms L, 1 € Pni1.

e Gewichte: Mit festen Knoten Xg,...,X;, zu berechnen aus

1
Wizj []—2 dx>o.
1 Xi—Xj

j=0
A1

e GauB3-Legendre Quadratur:

1
L[l =) wif(xi) = I[f] = J f(x) dx.
, —1
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Weitere Spezialfdlle der GauB3-Quadratur.

Name Intervall Gewicht
GauB-Legendre [—1,1] w =1
GauB-Tschebyscheff —1, 1] w(x) =1/v1—x2
GauB3-Jacobi —1,1] | w(x) = (1T —x)(1 +x)
GauB-Laguerre [0, c0) w(x) =e ¥
GauB-Hermite (—o0, 00) w(x) = e
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Zur Konstruktion von GauB3-Quadraturformeln.

e Konstruiere zu festem Intervall [a, b] und Gewichtsfunktion w eine Folge

PosP1ye- s PnyPn+1
von Orthogonalpolynomen, wobei pyx € Pk und (px,Pj)w = djk.
e Verwende Nullstellen xp,%1,...,%Xn von py1 als Knoten.

e Berechne (positive) Gewichte

1 n
X —Xj . .
wi:J ) dx fiir 0 <i<n.
—15.% Xi—Xj
£

e Ergebnis: GauB-Quadraturformel

a

n b
[.If] = Zwif(xi) ~ [[f] :J f(x)w(x) dx
i=0

mit I, [f] = [, [p] fiir alle p € Pony1.
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14 Die Schnelle Fourier-Transformation

Ziel: Effiziente Berechnung der Diskreten Fourier-Transformation (DFT)
N-—1
2m) = ) znwf™  fir0<m<N-T,
n=0

wobel

e Methode (COOLEY & TUKEY, 1965):
Schnelle Fourier-Transformation, “Fast Fourier-Transformation” (FFT).

e INPUT: Vektor
z = (2(0),z(1),...,z(N—=1))T e CN
e OUTPUT: Z, die Diskrete Fourier-Transformation (DFT) von z:

5= (2(0),2(1),...,2(N—1)T e cN
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Grundidee der schnellen Fourier-Transformation.
Wichtige Beobachtung: Es gilt w3y = wn.

Divide and Conquer: Fiir N=2%und 0 < m < N —1 gilt

N—1
zZ(m) = Zz(n)wm“

n=0

DN S
N gerade N ungerade
N/2—-1 N/2-—1

_ Z z(2n Zmn_l_ Z z(2n + 1w 2n+1)
n=0
N/2—-1 N/2-—1

= Z z(2n)wi™ + wi Z z2(2n + wi™".
n=0
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Reduktionsschritt.
Sei M = N/2. Dann gilt fir m=0,1,...,N — 1
M—1 M—1
2m) = ) znoi™+wl ) z2n+ Noy™
n=0 n=0
M—1

= Z u(n wN/z—l—wNZv n Wl

= Z u(n)wli™ + wy Z v(nwii™,
n=0 n=0
wobei u(n) :=z(2n) und v(n) :=z2n+1) firm =0,1,...., M — 1.
Es gilt:

_l

(m) = 14(m)+ w{v(m) firm=0,1,..., M —1.
(m) = 40— wid) firm=MM+1,....,.N—1, m=~{+ M.

Ny N
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Komplexitat der schnellen Fourier-Transformation.

Fazit: Die Diskrete Fourier-Transformation von z € CN schreibt sich als Summe
zweier Diskreter Fourier-Transformationen der Lange N /2.

Satz: Die schnelle Fourier-Transformation von z € CN kann fiir N = 2¥ in
O(N log(N)) Schritten berechnet werden.

Beweisskizze:

o Zerlege FFT von z der Lange N in zwei FFTs der Lange N /2.

e Per Induktion: Zerlege FFT der Linge N/2J in zwei FFTs der Linge N/20+1.
o Es gilt N = 2K, d.h. k = log, (N).

e Daher bleiben nach j = k Schritten nur noch N FFTs der Lange Eins librig.
e Nun gilt 2(0) = z(0) fiir z € C', d.h. konstante Kosten O(1) fiir N = 1.

e Man bekommt 2 € CN mit dieser Rekursion nach N log,(N) Schritten. []
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Schnelle Fourier-Transformation mit Matlab.

e Berechne Fourier-Transformation w =2 € CN aus z € CN mit Matlab.
w = £fft(z);

e Berechne inverse FFT (IFFT) z € CN aus w =2 € CN mit
z = ifft(w);

Grundlage der IFFT: Die Inversionsformel

2(m)e?™mmn/N firo<n<N-—1.
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