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Aufgabe 1: (4 Punkte)

Gegeben ist die Potenzreihe

∞
∑

k=1

k · (x− 8)k

3k
.

a) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe.

b) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergenz-
intervalls.

Lösung:

a) Mit a k =
k

3k
gilt für den Konvergenzradius r :

r = lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

∣

= lim
k→∞

k · 3k+1

(k + 1) · 3k

= lim
k→∞

3 ·
k

k + 1
= 3 · lim

k→∞

1

1 + 1

k

= 3 .

b) Im Randpunkt x1 = 5 = 8− 3 erhält man
∞
∑

k=1

k · (5− 8)k

3k
=

∞
∑

k=1

k · (−3)k

3k
=

∞
∑

k=1

(−1)k · k .

und im Randpunkt x2 = 11 = 8 + 3 erhält man
∞
∑

k=1

k · (11− 8)k

3k
=

∞
∑

k=1

k · 3k

3k
=

∞
∑

k=1

k .

In beiden Fällen konvergieren die Summanden nicht gegen Null. Die Reihe diver-
giert in beiden Randpunkten.



Analysis II, A. Iske, 19.02.2015, WiSe 2014 3

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Gegeben sind folgende Daten der Funktion f(x) :=
x4

12
− sin

(

π

6
x
)

.

xk −1 0 1

f(xk)
7

12
0 −

5

12

a) Berechnen Sie zu den gegebenen Daten das zugehörige Interpolationspolynom p2
zweiten Grades.

b) Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen der Funktion f .

c) Zeigen Sie, dass folgende Abschätzung für den Interpolationsfehler im Punkt

x =
1

10
gilt:

∣

∣

∣

∣

p2

(

1

10

)

− f

(

1

10

)
∣

∣

∣

∣

≤
5

100
.

Lösung:

a)
xk yk

−1 7

12

− 7

12

0 0
− 5

12
− −7

12

1− (−1)
=

2

12

2
= 1

12

− 5

12

1 − 5

12

p2(x) =
7

12
−

7

12
(x+ 1) +

1

12
(x+ 1)(x− 0) [3 Punkte]

b) f ′(x) =
x3

3
− π

6
cos

(

π

6
x
)

f ′′(x) = x2 + π2

62
sin

(

π

6
x
)

f ′′′(x) = 2x+ π
3

63
cos

(

π

6
x
)

[2 Punkte]
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c) Mit einem ξ ∈ [−1, 1] gilt:

∣

∣

∣

∣

p2

(

1

10

)

− f(
1

10
)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

f ′′′(ξ) · ( 1

10
− x0)(

1

10
− x1)(

1

10
− x2)

3!

∣

∣

∣

∣

=
1

6
·

∣

∣

∣

∣

2ξ +
π3

63
cos

(π

6
ξ
)

∣

∣

∣

∣

· (
1

10
−

−10

10
) ·

∣

∣

∣

∣

1

10
− 0

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

1

10
−

10

10

∣

∣

∣

∣

≤
1

6
·

(

2|ξ|+
π3

63

)

·
11

10
·
1

10
·
9

10

≤
1

6
·

(

2 +
43

63

)

·
99

100
·
1

10

<
1

6
· (2 + 1) ·

1

10
=

5

100
. [3 Punkte]
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Aufgabe 3 : (8 Punkte)

a) Gegeben ist das Integral

I =

∫

(4e2t + 6et + 8) · et

e3t + 4e2t
dt .

Überführen Sie das Integral mittels der Substitution x = et in ein Integral über
eine rationale Funktion.

b) Berechnen Sie
∫

4x2 + 6x + 8

x3 + 4x2
dx .

Lösung:

a) Substitution: x = et , dx

dt
= et also dx = et dt liefert:

I =

∫

(4e2t + 6et + 8) · et

e3t + 4e2t
dt =

∫

4x2 + 6x + 8

x3 + 4x2
dx . [2 Punkte]

b) Zu berechnen ist
∫

R(x) dx =

∫

4x2 + 6x + 8

x3 + 4x2
dx .

Der Nenner hat die Nullstellen x1 = x2 = 0 und x3 = −4 . Wir machen den
Ansatz:

R(x) :=
4x2 + 6x + 8

x2(x+ 4)
=

a

x
+

b

x2
+

c

x+ 4
.

[1 Punkt]

Also R(x) =
4x2 + 6x + 8

x3 + 4x2
=

ax(x+ 4) + b(x+ 4) + cx2

x2(x+ 4)

Vergleich der Zähler liefert die Bedingung:

4x2 + 6x+ 8 = (a+ c) · x2 + (4a+ b) · x+ 4b .

Koeffizientenvergleich:

x0 : 8 = 4b ⇐⇒ b = 2

x1 : 6 = 4a+ b = 4a+ 2 ⇐⇒ a = 1 [3 Punkte]

x2 : 4 = a+ c = 1 + c ⇐⇒ c = 3 .

Damit folgt

∫

4x2 + 6x + 8

x2(x+ 4)
=

∫

1

x
dx+

∫

2

x2
dx+

∫

3

x+ 4
dx

= log(|x|)−
2

x
+ 3 log(|x+ 4|) + C . [2 Punkte]


