Berechnung der Bogenlinge einer C'-Kurve.

Satz: Jede C'-Kurve ist rektifizierbar und es gilt

b
L(c) = / ()] de

Beweisskizze: Zunachst gilt die Darstellung

L2 =3 || S (arltion) — ()’
Jj=0 k=1

und nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen Tk; mit ¢ < Tk < tjt+1, sodass

ck(tjr1) — c(ty) = ck(Ti;) - (L1 — 1)),

somit
m—1 n
L(Z) = > ()P (L1 — 1))
=0 k=1
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Beispiel.

Berechne die Lange eines Zykloidenbogens
c(t) = (r(t —sint), r(1 —cost))” firdo<t<2r
mit

e(t) = (r(1—-cost),rsint))’

t
c(t — /(1 —cost)2 +sin?t=2rsin -
[e(t)]] ( >

27 t
L(c) = 2r/ sin - dt = 8r
0 2

Bemerkung: Die Bogenlinge einer C'~Kurve ist unabhingig von der
Parametrisierung, denn es gilt

B Ié; b
L(coh) = / |(h(r))H (7)) dr = / ||| (7) dr = / le(e)] dt = L(c)
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Die Bogenlingenfunktion einer C'~Kurve.

Definition: Sei c : [a, b] — R eine C'—Kurve.

@ Die Funktion .
5(5) = [ letr)l dr
a
heiBt die Bogenlangenfunktion von c.

e Ist c glatt, so ist S : [a, b] — [0, L(c)] ein C1-Parameterwechsel.

e Die Umkehrabbildung t = S71(s), 0 < s < L(c), ist dann ebenfalls
ein C1-Parameterwechsel.

@ Die entsprechende Parametrisierung
¢(s) =c(S7Y(s)), 0<s<L(c)

von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlange.
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Eigenschaften der Bogenlangenparametrisierung.

Bemerkung;: Fiir die Bogenlingenparametrisierung &(s) = c(S71(s)) gilt:
@ Die Ableitung von ¢(s) ist gegeben durch

Daher ist €'(s) ist ein Einheitsvektor, d.h. mit dieser Parametrisierung
wird die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.
Weiterhin ist ¢'(s) der Einheitstangentenvektor von c.

@ Aus (¢/(s),¢'(s)) = 1 folgt durch Differentiation

(€"(s),2'(s)) =0

d.h. der Beschleunigungsvektor ¢”(s) beziiglich der Bogenlange steht
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(s).
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Hauptnormale und Kriimmung.

Definition: Sei &(s) = ¢(S71(s)) die Bogenlingenparametrisierung der Kurve c.

@ Dann bezeichnet man den Vektor

als den Hauptnormalenvektor von c.

@ Die Funktion
k(s) = [[e"(s)l, 0<s<L(c)

nennt man die Krimmung der Kurve c.

Beispiel: Mit der Parametrisierung des Einheitskreises nach der Bogenlange:

¢(s) = (coss,sins), 0<s<27
n(s) = ¢"(s)= —(coss,sins)
k(s) = 1
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Parametrisierungen von Funktionsgraphen.

Betrachte den Graph von y = y(x) als Kurve im R?, d.h. c(x) = (x,y(x))":

c(x) = (Ly()' ds = 1+ (y'(x))dx

o) = [VIFOORe w) = A

Betrachte analog fiir y(x) und z(x) die Kurve c(x) = (x,y(x),z(x))" € R3:
d(x) = (1,y(x),2(x)"

ds = /14 (y'(x))2+ (2(x))2dx (Bogenlangenelement)

b
Ue) = [ VIFOOIP T @0

VI + )2+ PN+ (27)) - vy +22")?
(V1+ ) +(2))?
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Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten.

Fiir die Polarkoordinaten r = r(t), ¢ = o(t) im R? gilt fiir a < t < b:

b
c(t) = (rcosep, rsing)’, L(c) = / V2 4 r2p? dt

Fiir die Kugelkoordinaten r = r(t), o = (t), 4 = (t) im R3 gilt:

c(t) = (rcospcosi,rsinpcosiy,rsineg)’ fira<t<b

b
L(c) = / \/i2 + r2p? cos? Y + r2y? dt
Beispiel: Betrachte die Kardiode (Herzlinie) in Polarkoordinaten:
r=a(l+cosyp) fira>0,0<¢<2r

Fiir den Umfang (d.h. Bogenlange) der Kardiode gilt:

2
2 ©
L(c) = / \/32 sin®  + a2(1 + cos )2 dyp = 23/ ‘cos 5‘ dy = 8a
0
0
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Die von einer Kurve umschlossene Flache.

Satz: Fiir die von einer C*~Kurve c(t) = (x(t), y(t))" € R? iiberstrichene Fliche
gilt:

F©) =5 [ (090~ (o) oo

Beweisskizze: Summiere fiir eine Zerlegung Z = Z|a, b| iiber die Flachen

1 1 . .
|Fil = EHC(t:‘) x c(tiv1)ll = 5 (xiyit1 — xit1yi) fir0 </i<m-1.

2
Dann gilt:
1 m—1 1 m—1 X:Vi XY
F(Z) = = (Xiyis1— Xiq1yi) = = Tl T A
( ) 5 ,:0( iYi+1 /+1)/:) > ,z:(:) tl— t; i
m—1
1 Yit1 = Yi X1 — X
= 3 (Xi - y,-) At;
2 tiy1 —t tig1— t

I
o

i

(x(t)y(t) = x(t)y(t)) dt

l
N| —
T
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Beispiel: Die Archimedische Spirale.

Die Archimedische Spirale in Polarkoordinaten ist gegeben durch
x=apcosp, y=apsnyp fira>0, el
Berechnung des Umfangs und der Flache der innersten Schleife:
/2
ey = [ VEERRa

w/2
~ 4.158a
—7/2

= 2 [oVIF R+ (o4 VITR)

und mit xy — xy = r?¢ gilt

1 /2 2 /2
F:_/ r2d¢:a_/ o? dop ~ 1.29222
2 —7/2 2 —7/2
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Kapitel 9. Anwendungen der Integralrechnung

9.3. Kurvenintegrale

Definition: Sei f : D — R, D C R”, eine stetige Funktion und
c : [a, b] — D eine stiickweise C1~Kurve. Dann wird des Kurvenintegral
(oder Linienintegral) von f(x) langs c definiert durch

b
/Cf(X) ds ;:/ f(c(t))||e(t)| dt

Notation: Fiir eine geschlossene Kurve schreibt man auch

fif(s) ds

Satz: Das Kurvenintegral ist unabhangig von der Parametrisierung der
betrachteten Kurve.
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