Substitution bei verwandten Integralen.

Sei R(x) eine rationale Funktion.

Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.

/R(ex)dx:/@dt

e Mit t = tan(x/2) bekommt man

@ Setze t = eX in

1t . 2t
=11 p und sin(x) = e

cos(x)

und somit durch Substitution in

. 1—t* 2t 2
/R(cosx,5|nx)dx:/R(1+t2,1+t2> e dt
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Kapitel 8. Integration

8.5. Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale, d.h.

@ Integrale liber unbeschrankten Bereichen
00 b 00
/ f(x)dx / f(x) dx / f(x)dx

@ Integrale iiber unbeschrankten Funktionen mit Singularitdten am
Rand

b
/ f(x)dx wobeif : (a, b] — R stetig oder f : [a, b) — R stetig
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f : D — R mit D C R heiBt lokal integrierbar,
falls sie iiber jedem kompakten Teilntervall [a, b] C D integrierbar ist.

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber [a, c0) bzw.
(—o0, b] bzw. (—00, ), so definiert man

/aoof(x)dx = lim /:f(x)dx

/ T fdx = Jim /X oL

—Oo0
oo a o
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x) dx
—o0 — a
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

CHW /_Z f(x)dx = lim /X f(x) dx

—
x—o0 |_

und im Allgemeinen nicht identisch mit obigem Integral!

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber (a, b] bzw. [a, b)
bzw. (a, b), so definiert man

/abf(x)dx = Xli)r2+/xbf(x)dx
/abf(x)dx = Xirg_/axf(x)dx

/abf(x)dx - /acf(x)der/be(x)dx
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Ein Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

Wegen
1 1

a_lxa_l—l—C fira >1

idX:

XQ’

In|x| + C flira =1

konvergiert das uneigentliche Integral

fir > 1 und divergiert fiir a = 1.
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

/ |x\e_x2 dx.
Es gilt

> 2 0 2 > 2 o 2
/ |x|e™ dx = —/ xe * dx+/ xe ¥ dx:2/ xe ™ dx
—00 —00 0 0

und weiterhin

Y 2
/xe_x dx =
0

2

y
/ e Uduy mitu= x>
0

N

1
(1—e_y2>—>§ firy — oo

o0 2
/ x|e dx = 1
—00

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 108 / 131

N =

Somit gilt



Konvergenzkriterien.

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt

a) Das uneigentliche Integral faoo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

2
Ve>0:3dC>a :Vz,2>C: /f(x)dx <e€

21

b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

/:O|f(x)|dx

konvergiert, so konvergiert auch das uneiegntliche Integral

(©.@)

/ f(x) dx.

a

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 109 / 131

Majorantenkriterium.

Satz: Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt

c)

Vx : |f(x)] < g(x) und / g(x) dx konvergent

= / f(x)dx absolut konvergent
a

d) Weiter gilt folgende Umkehrung:

©.@)

Vx : 0<g(x) <f(x) und g divergent

(x) dx
= f(x)dx divergent

/
/
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Beispiel: Das Dirichlet—Integral.

Betrachte das Dirichlet—Integral

I:/OO sinde
0 X

Das Dirichlet—Integral ist konvergent, denn es gilt

. ¥2
Y2 sin x COS X Y2 cos x
——dx = — — 5 dx
y1 X X 4t X

34!

und somit

y2
’/ smde
y1

Das Dirichlet—Integral besitzt den Wert | = 7/2, ist aber nicht absolut
konvergent.

1 1 2 1 2 .
< —4+—+ —dx=— —0 firy; — oo.
yi 2 v X n
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Beispiel: Das Exponentialintegral.

Betrachte das Exponentialintegral
X et
Ei(x) .= / — dt fiir x < 0.
oo t

Wegen lim;_,_, tet =0 gibt es ein C > 0 mit [te!| < C fiir alle
t € (—o0o, x], und somit gilt

Mit der Konvergenz des Integrals

X
1
[ La
folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0
aus dem Majorantenkriterium.
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Beispiel: Die Gamma—Funktion.

Die Gamma—Funktion I : (0,00) — R ist definiert durch

©.@)

[(x) := /e_ttx_1 dt

0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von I'(x) singular. Mit
et <t firo<t<1

folgt jedoch in diesem Fall

1 1
/ > ldt = 2%
c X

Die Konvergenz bei t = oo zeigt man wie beim Exponentialintegral.

t=1
1 1
(1—¢&") — — flire — 0+.

X X
t=e
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Beispiel: Die Gamma—Funktion.

Die Konvergenz bei t = oo zeigt man wie beim Exponentialintegral:

C

e—ttX+1
—— | < ) firl <t <oc.

|e_ttX_1’ —

t2

Mit dem Majorantenkrierum folgt die absolute Konvergenz von I'(x) fiir
x > 0.

Bemerkung: Die Gamma—Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
[(x+ 1) = x['(x) flirx >0

und es gilt
[(n) =(n—1) VneN

Folgerung: Es gilt
[(n) =(n—1)! fir alle n € N.
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Kapitel 8. Integration

8.6. Parameterabhidngige Integrale

Beispiel: Die Gamma—Funktion

(x) ::/ f(x,t) dt:/ e Tt dt
0 0

Zunachst: Parameterabhangige eigentliche Integrale.
Sei f: 1 x[a,b] = R, I C R, sodass f fiir festes x € | als Funktion von y
integrierbar iiber [a, b] ist:

b
F(x) ::/ f(x,y)dy

Fragen:
1) Ist die Funktion F(x) stetig, wenn f(x, y) stetig ist?

2) Ist die Funktion F(x) differenzierbar, wenn f(x,y) nach x differenzierbar ist?
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Stetigkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x,y) stetig auf | X [a, b], so existiert das Integral

FO) = [ Fxy)dy

fir alle x € I, und F(x) ist stetig auf /.

Beweis: Sei xo € Iy C /, so dass Iy C | kompakt. Dann ist f(x, y) auf dem
Kompaktum Iy x [a, b] gleichmaBig stetig. Daher gibt es zu £ > 0 ein 6 > 0 mit

Ix —x0| < = |f(x,y) —f(x0,y)| <e fiirx,xo € lpund alle y € [a, b].

Mit diesem § und |x — xp| < ¢ fiir x, xg € Iy folgt dann

[F(x)—F(x0)| =

/ (F(x.y) — F(0, y))dy| < / £ y)—F(x0 y)|dy < =(b—a)

Somit ist F stetig in xg. Da xg beliebig gewahlt, ist F auf ganz / stetig.
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Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale.

Satz: Ist f(x, y) stetig auf I x [a, b] und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so
ist auch F(x) auf dem Intervall | stetig differenzierbar, und es gilt:

, b of
F'(x) = g(x,y) dy.

a

Beweis: Fiir x,xg € I, x # xp, folgt nach dem Mittwelwertsatz

— F(x b f(x — T'(X ’
F(x) — F( 0):/ f(x.y) = f(x0.) dy:/ %(g,y)dy fir ein € € [xo, x],

X — X0 X — X0

und damit weiterhin

— F(x b b
F'(x0) = lim Flx) = Flxo) :/ glim 8—i(€,y) dy:/ %(XO,Y) dy

X—X0 X — X0 —Xp a3

Somit ist F in xg differenzierbar.
Da xg beliebig gewahlt, ist F auf ganz I differenzierbar.
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Zwei Beispiele.

Beispiel 1:

Fx) = /1 ' S‘”S_fx) dt = Fl(x)= /1 " cos(tx) dt

Beispiel 2: Die Bessel-Funktion

1 T
Jo(x) = — / cos(xsint — nt) dt flirne Z
T Jo
1 T
J(x) = —= sint -sin(xsint — nt) dt
n T 0
1 T
J(x) = —= / sin® t - cos(xsin t — nt) dt
™ Jo

Die Funktion J,(x), n € Z, ist (eine) Losung der Besselschen Differentialgleichung
x2y" (x) + xy'(x) + (x> = n®)y(x) =0 fiir n € Z.
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Parameterabhangige uneigentliche Integrale.

0.@]

F(x) ::/f(x,y)dy fir x e 1.

a

Beispiel: Die Gamma—Funktion:

o0
[(x) := /e_ttx_1 dt.
0
Definition: Das uneigentliche Integral

/ f(x,y)dy firx e |
a

heiBt gleichmaBig konvergent, falls es zu € > 0 eine Konstante C > a gibt

mit
Y2
‘/ f(X,y)dy‘<6 fiir alle x € I und fiir alle y1,y» > C.
Y1
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Das Majorantenkriterium.

Bemerkung: Es gilt das Majorantenkriterium, wonach das uneigentliche

Integral
/ f(x,y)dy

gleichmaBig und absolut konvergiert, falls es eine (gleichmaBige)
Majorante g(y) von f(x,y) gibt mit

f(x,y)| < gly) und / g(y)dy < 0o firallex.y el
a

Beweis:

/:O f(x,y) dy| < /:O [f(x,y)ldy < /:Og(y) dy < oo
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