Riemannsche Summen.

Definition: Jede Summe der Form
n—1
Re(Z) =) F(&)(xis1 —x)  fiirxi <& < X
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—1

Ur(Z) := ) _inf £([x;, xi41]) (Xiz1 — xi)

i=0
nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

0H(Z) == 3" sup ([, x5:1]) (051 — )
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Eigenschaften von Riemannschen Summen.

Beobachtung: Aus den Definitionen folgt direkt:

@ Fiir feste Zerlegungen gilt stets
Ur(Z) < Re(Z) < O¢(2)
@ Ist Z; eine feinere Zerlegung als 25, d.h. Z, C Z;, dann gilt
Ur(22) < Us(Z1) und Of(Z1) < Of(2)
@ Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z; und 2> gilt daher stets
Ur(Z1) < O¢(22)
und

Ur(2Z2) < Of(21)
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Das Riemannsche Integral.

Beobachtung: Es existieren die Grenzwerte (iiber immer feinere Zerlegungen):

b
/_ f(x)dx := sup{Ur(Z) : Z € Z|a, b]} (Unterintegral)

/Qf(x) dx = inf{O¢(Z) : Z € Z][a, b]} (Oberintegral)

Definition: Eine Funktion f(x) heiBt (Riemann—)integrierbar iiber [a, b], falls
Unter— und Oberintegral iibereinstimmen, d.h.

/ab f(x)dx := /: f(x)dx = /ff(x)dx
/ab f(x) dx

das (Riemann-)Integral von f(x) lber [a, b].

In diesem Fall heiB3t
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Beispiele zum Riemann—Integral.

Die konstante Funktion f(x) = c ist integrierbar, denn

Ur(Z) = 0¢(2) = Z (Xit1 — x;)) = c(b—a)

und somit

b
/ f(x)dx =c(b— a)
Fiir f(x) =x,0<x<1,und Z,:={0,%,2 ... 1} gilt

n—1 . . .
I (1+1 / 1 1
Ur(Z) = D E( . _E>:§_E

i=0
n—1 . . .
I+1/i4+1 1 1
Or(Z,) = )| =4 =
#(Zn) — " ( n n) 2+2n

und somit

/Olf(X)dX:%
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Weitere Beispiele zum Riemann-Integral.

@ Betrachte

0 : xe€l0,1]1NnQ
Fx) = [0,1]
1 : xe[0,1]1\Q
Dann gilt fiir jede Zerlegung: Uf(Z) =0, Of(Z)=1.
Somit ist die Funktion nicht integrierbar.

0 : x#c
f(X){ 2

1 : x=c

@ Betrachte

fiir a < ¢ < b. Dann ist die Funktion f integrierbar mit

/abf(x)dx:O,

denn es gilt
Uf(Z):O 0< Of(Z) SZHZH
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Eigenschaften des Riemann—Integrals.

Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar iiber [a, b]. Dann gilt:

a) Fira<c < bistf iiber [a, b] integrierbar, genau dann wenn f {iber [a, c]
und [c, b] integrierbar ist, und es gilt

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

b) Linearitat: Mit f und g ist auch af(x) + Bg(x) fir a, 8 € R integrierbar:

/ab COMEOES a/ab f(x) dx + ﬂ/abg(x) dx

c) Positivitat: Falls f(x) > 0 fiir alle x € [a, b], so gilt

/abf(X)dXZO.

d) Monotonie: Falls f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b], so gilt:

/abf(x) dx < /abg(x) dx
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Standardabschatzungen zum Riemann—Integral.

Satz: Sei f integrierbar {iber [a, b]. Dann gelten die Abschitzungen

(b—a)-inf(f[a, b]) < / f(x)dx < (b—a)-sup(f|a,b])

und weiterhin

‘ /abf(x)dx

Falls |f(x)| integrierbar ist, so gilt

| / £(x) dx

<(b—a)-sup{|f(x)| : a<x < b}

/ 1£(x)|dx
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Beweis des letzten Satzes.

Fiir die Zerlegung Z = {a, b} von [a, b] folgt sofort

inf(F[a, b)) - (b—a) = Us(Z) < /f(x)dx

< Of(Z) =sup(fla, b]) - (b— a)

Weiterhin folgt wegen +f(x) < |f(x)|, fiir alle x € [a, b], die Ungleichung

/ab f(x) dx

< /f\f(xndx

< Op|(Z) =sup{|f(x)] - a<x<b}-(b—a)
Bemerkung: Die obige Abschatzung
b
inf(f[a, b]) - (b—a) < / f(x) dx

liefert insbesondere die Positivtat des Integrals.
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Weitere Bemerkungen.

@ Die Aussage

/abf(x)dx:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

gilt fiir beliebige Anordnungen von a, b, c.

Wir definieren daher
b a
/ f(x)dx = —/ f(x) dx
a b
/ f(x)dx=20

Rf(Zm)—>/ f(x) dx

sowie

@ Ist f(x) integrierbar, so gilt

fir alle Zerlegungsfolgen {Zn}m C Z[a, b] mit || Z,|| — 0 fir m — co.
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8.2. Kriterien fiir Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Sei f : [a, b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind dquivalent

a) f(x) ist integrierbar iiber [a, b].

b) Fiir alle € > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit Of(Z) — Ur(Z) <

Beweis: Fiir ¢ > 0 gibt es eine Zerlegung Z € Z[a, b] mit

0 < Of(Z)—/éf(X)dX<€/2,

0 < /_b F(x) dx — Us(Z) < /2,

a) — b): Folgt aus der Addition der beiden Ungleichungen.
b) — a): Die Integrierbarkeit von f folgt direkt aus b) mit

0< /Qf(x) dx—/_b f(x)dx < Ofr(Z) — Ur(Z2) < e.
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Beschrankte monotone Funktionen sind integrierbar.

Satz: Eine beschrankte monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Beweis: Fiir eine uniforme Zerlegung Z € Z|a, b] mit
S :
Xj—a—i_;(b_a)a 0<,<n,

und fiir f monoton wachsend gilt

n—1

Or(Z) — Us(Z2) = Z(f(xjﬂ) — f(x)) - (Xji+1 — x7)
b—a e b—a
= — Z(f(XJ'Jrl) — flx)) = ——(f(b) - f(a)) <e¢

fiir hinreichend groBes n. Nach dem Riemanschen Kriterium ist f integrierbar.
Analog zeigt man die Integrierbarkeit fiir f monoton fallend.
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Stetige Funktionen sind integrierbar.

Satz: Eine stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar iiber [a, b]..

Beweis: f ist sogar gleichmiaBig stetig auf dem Kompaktum [a, b]. Daher gibt es
zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit

g
x—yl<d = ) - <p—;

Fiir eine Zerlegung Z € Z][a, b] mit Feinheit || Z]| < J gilt dann

0r(Z2) = Ur(2) = i(supf[&-,mll—inff[><j,>9-+1])-(><j+1—Xj)

Jj=0

n—1
£
< ng_a-(&+1—&)=€
J:

Somit ist f nach dem Riemannschem Kriterium integrierbar.
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