Besselsche Ungleichung und Riemannsches Lemma.

Satz: Es gilt die Besselsche Ungleichung ||S,||? < ||f||?, d.h.

ool +Z(\a P+ lby? <—/\f 02 de

Folgerung: Aus der Besselschen Ungleichung folgt insbesondere die
Konvergenz der beiden Reihen

Z\akF und Z|bk|2

k=1

und damit gilt das Riemannsche Lemma

lim |ax| = lim |bg| =0
k—o0 k—o00
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Konvergenzgeschwindigkeit.

Satz: Ist eine T—periodische Funktion f : R — R (oder f : R — C) stiickweise
(m + 1)—fach stetig differenzierbar, und sind die Ableitungen

FO, D)

stetig auf R, so gibt es eine Konstante C > 0 mit

| < g fiir k= 41,42,

Fazit: Je glatter f, desto schneller konvergiert die Fourier—Reihe gegen f.

Beispiel: Bei der Rechteckschwingung R(t) gilt

Fr(t) = % (si; t N sin(33t) N sin(55t) L )

Die Koeffizienten v, konvergieren mit 1/k gegen Null.
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Die Parsevalsche Gleichung.

Bemerkung: Fiir n — oo geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit iiber,

d.h. es gilt die Parsevalsche Gleichung lim,_.o ||S,]|?> = ||f]|?, d.h.
2 2 [
BE S (lavk +1862) = 2 [ IR o
k=1 5
denn die Fourier—Reihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, d.h.
lim |[f — Syl = 0

Beispiel: Fiir die Rechteckschwingung R(t) gilt = fOT 1f(t)]?dt =2. Da ay =0
fiir alle kK € Ny, gilt weiterhin

> 16 /1 1 1 16 72
bl?= "2+ 04— 4. . . |J="2._=2
;M 7r2<1+32+52+ ) 7 8
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Eindeutigkeitssatz.

Satz: Seien f(t) und g(t) zwei T—periodische stiickweise stetige Funktionen mit

f(t) = %(f(t—)w(ﬁ)) fiir alle ¢ € [0, T,

f(t) = %(f(t—)w(ﬁ)) fir alle t € [0, T].

Weiterhin besitzen f und g dieselben Fourier—Koeffizienten, d.h. es gilt

T T
/ f(t)cos(kwt)dt = / g(t) cos(kwt) dt fiir alle k € N,
0 0

T T
/ f(t)sin(kwt)dt = / g(t)sin(kwt) dt fiir alle k € Np.
0 0

Dann stimmen f und g auf ganz R iiberein, d.h. es gilt f = g.
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Kapitel 11. Numerische Quadratur

Ausgangssituation: Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral

| = 1[f] —/bf(x)dx

mit einem numerischen Algorithmus.

Verwenden Numerische Quadratur (Quadraturformel) der Form

Il ~ L[] = &f(x)
i=0
mit
e Knoten: x; € [a,b] firi=0,1,...,n,

o Gewichten: g; firi=20,1,...,n.
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Kapitel 11. Numerische Quadratur

11.1. Newton—Cotes Formeln

Grundidee: Verwende Interpolationspolynom p, zu den Daten
(x;, F(x;)) i=0,1,...,n

und integriere die Interpolante

n ] X — Xj
pa(x) =) Li(x)f(x) mitLi(x)= [[] —2
i=0 j
Ergebnis: Quadraturformel
b n
L[] = / po(x) dx = 3 & ()
a i=0

mit Gewichten

b
8i = / L,'(X) dX
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Konstruktion der Newton—Cotes Formeln.

Vereinfachung: Verwenden dquidistante Knoten
xi=a+ih, 0<i<n, wobeih=(b—a)/n

Ergebnis: Newton—Cotes—Quadraturformel

b n
] = / po(x) dx = (b—2) S aif (x)
a i=0

mit Gewichten

n

1 /" —J
a,-n:—/ H X J,dx fur0 </ <n.
nJjo . S .
J=0, j#i
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Die Trapezregel.

Wahle n =1, xp = a und x; = b. Damit gilt

pix) = =7 (a) +

X —a

b—a

f(b)

und somit bekommt man die beiden Gewichte

1

1
a1 = /(l—X)dx:
0 2

1 1
a1 = /Ode:§

Daraus folgt die Trapezregel:

f(a) + f(b)

I[f] = h[f]=(b— a)- >
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Die Simpsonregel.

Wahle n = 2 und somit

Xo=a, X = > Xo = b.
Damit bekommt man die drei Gewichte
- ;[@—n@—mwzé
a1y = %/Ozx(2—x)dx:§
apy = %/02X(X—1)dxzé

Daraus folgt die Simpsonregel

qﬂzbvy:bga<ﬂ@+4f(fgf)+fw0
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Zwei weitere Newton—Cotes—Formeln.

@ 3/8-Regel.

h[f] = bg i (f(a)+3f (a+ ?) +3f (a+2(b;a)) + f(b))

@ Milne—Regel.

b b— b
Lf] = 9OaG“@W*”f<*+_ZE>+1%<F+2 43)

+3%(a+§b;”)+7ﬂm)
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