Orthonormalitat und Fourier—Koeffizienten in R.

0 = k#I

/Tcos(kwt) cos(lwt) dt = T/2 : k=1#0
0 T - k=/1=0
/T'(k Dsin(lwt)de = 4 0 KA

i sin(kwt) sin(lw = T/2 « k=140

-
/ sin(kwt) cos(lwt)dt = 0
0

T
ax = — f(t)cos(kwt)dt firk >0
0
T
b, = — f(t)sin(kwt)dt firk >0
0
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Kapitel 10. Fourier—Analysis

10.2. Fourier—Reihen

Definition:

@ Eine Funktion f : [a, b] — C heiBt stiickweise stetig bzw. stiickweise
stetig differenzierbar, falls f(t) bis auf endlich viele Stellen auf [a, b]
stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in diesen Ausnahmepunkten
die einseitigen Grenzwerte von f(t) und f'(t) existieren.

@ Fiir eine stiickweise stetige Funktion f : [0, T] — C werden die
Fourier—Koeffizienten von f(t) definiert durch

1 (7 :
Vi = —/ f(t)e ' tdt firkeZ
T Jo
Dabei ist w = 27/ T die Kreisfrequenz.
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10.2. Fourier—Reihen

Bemerkung: Mit den (komplexen) Fourier—Koeffizienten v, bekommt man die
(reellen) Fourier—Koeffizienten

5 T
ax = ?/ f(t) cos(kwt)dt firk >0
0

2 T
by = ?/ F(t)sin(kwt) dt, fiir k > 0
0

Definition: Die mit den Fourier—Koeffizienten gebildete Reihe

Fe(t) = Z ekt — % + Z[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]

k=—o00 k=1
heiBt die Fourier—Reihe von f(t).

Bemerkung: Bei der obigen Definition verwendet man die direkte Fortsetzung
der Funktion f : [0, T] — C zu einer T—periodischen Funktion. Notation:

f(t)N Z ,Ykeikwt

k=—o0
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Fourier—Reihen von geraden und ungeraden Funktionen.

Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T—periodische Funktion. Dann gilt:

T/2
f(t) gerade = ay = ?/ f(t)cos(kwt)dt und bx=0
0

4 [T/2
f(t) ungerade = a, =0 und by= ?/ f(t)sin(kwt) dt
0

Beweis: Beispielsweise gilt fiir f gerade

by = —/ (t)sin(kwt) d :——/ ) sin(kwt) dt

= ——/ )sin(kwt) dt = — by
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Betrachte die Sagezahnfunktion

0 : firt=0,t=2n
= 1
S(t) 5(71' —t) : fir0<t<2rm

Die Siagezahnfunktion ist ungerade, also gilt (mit w = 1):

2 [Tm—t 1
= d by=— in(kt) dt = —
ax =0 un k 7T/o 5 sin(kt) p

und man bekommt fiir die Fourier—Reihe

sin(2t)  sin(3t)
5 + 3 + ..

Approximation der Sagezahnfunktion durch 10. Partialsumme

S(t) ~sint+

10 .
sin( kt)
510(1') = E
k
k=1
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Beispiel: Die Rechteckschwingung.

Betrachte die Rechteckschwingung

0 : firt=0,t=m,t=27
R(t) := 1 : fir0<t<m
—1 : firTr<t<2nm

Die Funktion ist ungerade, also gilt:
dx = 0
> [T 0 k gerade
by = — in(kt) dt = 4
g 7r/0 sin(kt) — ¢k ungerade

Die Fourier—Reihe von R(t) lautet daher

4 (sin t  sin(3t)  sin(5t) )

RO~ (3 3 5

v
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Funktion f(t) = t?, —7 < t < 7 mit 27—periodischer
Fortsetzung.

Die Funktion ist gerade, damit folgt

™ 272
2 — k=0
ag = — / t2 cos(kt) dt = 3 4
s
0 (_1)kﬁ k = 17 27
by = 0
Damit bekommt man die Fourier—Reihe
2
s 4cost  4cos(2t
ft)~ 5 ——5— + 2( ) _
3 1 2
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Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.

Fir f, g : R — C stiickweise stetig, T—periodisch mit

)~ Y wet gt~ Y deeht

k=—o0 k=—o0

gelten die folgenden Rechenregeln.

@ Linearitat:
af(t) + Bg(t) ~ Z (avk + Boi)e™"
k=—00
@ Konjugation:
k=—o00

@ /Zeitumkehr:

f(—t)N Z /y_keikwt

k=—o0
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Weitere Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.

Fir f : R — C stiickweise stetig, T—periodisch mit

f(t)N Z ,ykeikwt

k=—00
gelten die folgenden Rechenregeln.
@ Streckung:
f(ct) ~ i ve® et fiir ¢ > 0
k=—o00

@ Verschiebung:

f(t+a) ~ Z (vke™@?) e™t  fiira e R

k=—o0

eM™tf(t) ~ Z Yi—ne™t fiirneZ

k=—00
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Weitere Rechenregeln fiir Fourier—Reihen.
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Fir f : R — C T—periodisch mit

f(t)N Z ,ykeikwt

k=—o0

gelten die folgenden Rechenregeln.

@ Ableitung: Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt

F(£) ~ Z (ki) et = Zwk<bk cos(kwt) — ag sin(kwt))

k=—o0 k=1

@ Integration: Gilt ag = o = fOT f(t)dt =0, so folgt

w w

/ot Fr)dr ~ _% /OT tf(t) dt - i (,f—k cos(kwt) — == sin(kwt)

k=1
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Konvergenzsatz.

Satz: Sei f : R — C T—periodisch, stiickweise stetig differenzierbar. Dann gelten
die folgenden Konvergenzaussagen fiir die zugehorige Fourier—Reihe

a - : .
Fe(t) = ?0 + Z (ak cos(kwt) + by sm(kwt)) fir t € R.

k=1

@ Die Fourier—Reihe konvergiert punktweise und fiir alle t € R gilt

Fe(t) == (F(t7) +f(t7))

N| —

@ In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die

Konvergenz gleichmaBig.

Bemerkung: Die Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier—Reihe

nicht aus.
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.
Es gilt:
0 c furt=0,t =27
S(t) = 1
(t) 5(7‘(—1’) » fir0<t<2nm
Fehlerfunktion: Definiere fiir 0 < t < 27
1 in(2t in(nt
R(t) = S(t — ) +sint 4+ 52 sin(at)
2 2 n
Weiterhin gilt:
sin [(n + 3)t]
1+2cost+4--+2 t) = 2
+2cost + -+ 2cos(nt) sin(2/2)
Integration:
tsin [(n+ 3)t] sin(2t) sin(nt)
dt = (t — 2sint + 2 e 42
/7r sin(t/2) (£ =)+ 2sint+ 2 T n
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion.

Daraus folgt:

t

B sin [(n+ 3)t]
Ralt) = /2sin(t/2) at

T

t
pl.  —cos[(n+ 3)t] 1 / 1 d 1
= - — | ——== ] d
Grisnit2) T amri) S\ \Gnmy ) O
mws —cos[(n+3)t]  cos[(n+ 3)i] 1
~ (2n+1)sin(t/2) (2n+1) sin(t/2)
und daher 5
R,(t)] < :
[Rao(2)] < (2n+ 1) sin(t/2)
Ist t € (0,27) fest, so gilt:
|R,(t)] — O fir n — oo
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Approximationsgiite im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f : R — C eine T—periodische, stiickweise stetige Funktion, und seien
Sn(t) == % + Z <ak cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1
die Partialsummen der zugehdrigen Fourier—Reihen von f. Fiir den linearen Raum

1
T, := span {—,cos(wt), ..., cos(nwt), sin(wt), ... ,sin(nwt)}

V2

der trigonometrischen Polynome mit dem Skalarprodukt

(0, V) :%/O S(Ov(t) dt

gilt
I = Sall < ||If — ¢ fur alle p € T,
d.h. S,(t) ist die Bestapproximation an f aus T, beziiglich || - ||.
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