Analysis II, WiSe 2010/2011  14.02.2011 (Oberle/Kiani)

222 + 10x — 2

Aufgabe 1) Gegeben sei f(z) = 3t 19)

Berechnen Sie das unbestimmte Integral / f(z)dx

Losungsskizze Reelle Nennernullstellen: p-g-Formel, quadr. Ergdnzug oder Vieta liefern
r1 =1, Ty =2. [1 Punkt]

Ansatz fiir die Funktion:

a b cx +d
= 1 Punkt
/(@) x—2+x—1+x2+9 [1 Punkt]

Zu erfiillen ist:

alx — 1) (2?2 +9) + b(z — 2)(z* + 9) + (cx + d)(z — 1)(z — 2) = 22 + 102 — 2
Einsetzen ergibt:

r=2: a-1-13=8420-2 <<= a=2,

r=1: b-(-1)-10=2+10—-2 < b=—1,

x=0: a-(-9)4+b-(-18)+d-2 = -2 < d=—

Koefﬁzientenvergleich fiir die hochste Potenz (x3) ergibt

a+b+c=0<+= c=-1. [Koeffizienten: 2 Punkte]
1 r+1
- d
/f /:U—Z r—1 1:2—1—996
2 1
:21n|x—2|—ln\x—1|—%/2—mdx—/ dx . [2 Punkte]
2249 x2+9
Man Substitutiert u=1>+9, du=2x-dr 1 Punkt]
1 1 1
:2ln\:c—2\—ln\x—l\—%/—du—— 5 .
U 9 1+ %

Hier Substitutiert man y = %, dz = 3dy [1 Punkt]
1

1+y2

=2Injz —2| — Infz — 1| — § In(2? +9) — 1 arctan (£) +C [2 Punkte]

=2Injz—2| —Injz—1| — 5 Infu| — 3
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Aufgabe 2) Zur Nullstellenbestimmung der gegebenen Funktion f(z), x > 0 mit

f(x) = In(6x) + 227,

soll ein Fixpunktverfahren herangezogen werden.

Zeigen Sie, dass f genau eine Nullstelle x* besitzt.

Leiten Sie aus der Gleichung f(z) = 0 die Fixpunkt-Iteration

1
Tpy1 = O(xg) = g exp(—2z3), k=0,1,2,3,...,

her und zeigen Sie, dass fiir jeden Startwert xy > 0 der erste Iterationsschritt eine
Zahl z1 € [0, 3] =: I liefert.

Uberpriifen Sie die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes fiir die obige
Funktion ¢(z) := % exp(—22?) auf dem Intervall I.

d) Fiihren Sie fiir den Startwert xg = 0 eine A-priori-Fehlerabschétzung durch und be-
rechnen Sie eine Iterationszahl n, so dass sicher |z, —2*| < 0.01 gilt.
Losungsskizze:

a)

b)

[3 Punkte]
Es gilt

xllg{r f(z) = —00 und xh_)rgo f(z) = 0.

Zwischenwertsatz = [ hat mindestens eine Nullstelle.

1
() =—+4z =0 = 1442220 (wird von keinem x € R erfiillt)
T

Satz von Rolle = f hat hochstens eine Nullstelle.

Wegen f(§) = & > 0 erwarten wir die Nullstelle im Intervall (0, ¢).

[2 Punkte]
Es gilt

1
n(6z) +222=0 +—= 2= 6 exp(—22%) =: ®(z)
Fiir jeden Startwert zy > 0 gilt
0< @ = ¢(xg) = gexp(—2a}) < g,



Analysis II, WiSe 2010/2011  14.02.2011 (Oberle/Kiani) 3

c)

d)

[3 Punkte]
Uberpriifung der Selbstabbildungseigenschaft auf I = [0, ¢]:

Nach Teil b) gilt fiir z; € RT stets ¢(zx) € I. Insbesondere also auch ¢: I — T.

Uberpriifung der Kontraktionsseigenschaft:
/ 2 2
d'(x) = —3¢ exp(—2x~)
| 2 1, )
Esgilt |[®'(2)|< == =¢ =1 L firalle z€1.

Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind erfiillt. Die Iterationsfolge
(x) konvergiert daher gegen z*.

[2 Punkte]
Es gilt

an =t < 2o —ao) = 2 (L)
x, — | < Ty — x| == | =
11— g9

Fir n > 2 erhalten wir also

9 1 1
<L =~ 2001
I T AT



