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5.4 Fixpunkt-Iteration

Nochmals: Iterative Losung der (nichtlinearen) Gleichung
flx) =0

Abschnitt 3.1 der Vorlesung:

e Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung)
e Newton—Verfahren
Iteratives Verfahren: Fixpunkt—Iteration mit Verfahrensfunktion &

und

¥ = lim xpy1 = lim ®(x) = ¢(lim z;,) = & ()
k—oo k—o0 k—o0

Fixpunkt-Iteration: Lose statt f(x) = 0 das Fixpunkt—Problem
x = P(x)
mittels der Iteration
T4 = P(xg) (k=0,1,2,...)
Aber: Verfahrensfunktion & ist nicht eindeutig!
Beispiel: Suche im Intervall (0, 7/2) die eindeutige Nullstelle von
f(x) : =2z —tanz
1. Iteration mittels
2r —tanz =0 & z= %tanx =: dq(x)
2. lteration mittels

2r —tanz =0 <& z = arctan2z =: ®,(x)




Ergebnis der 1. Iteration und 2. Iteration:
e lterationen
Tp41 = %tan Tl Yr41 = arctan 2y,
e Wahle als Anfangsnaherung in beiden Iterationen
o= 1.2 yo = 1.2
e Beide Iterationen konvergieren im Grenzwert k — oo, aber
lim x, =0 kli—>r20yk: 1.165561185

k—oo

e Berechne die Iterationen mittels eines Computerprogramms

Konvergenzgeschwindigkeit hangt ab von

dem Abstand zwei benachbarter Folgenglieder:  |zj41 — x|

Definition: Sei (V|| - ||) ein normierter Vektorraum.

Eine Abbildung ® : D — V, D C V heil’t Lipschitz—stetig auf D, falls
eine Konstante L existiert, sodass

Ve,ye D : |[[P(z) - P(y)| < Lz -y

Die Konstante L nennt man die Lipschitz—Konstante.

Definition: Eine Abbildung ® : D — V, D C V heil3t kontrahierend,
falls L < 1 gilt.

Man nennt dann L die Kontraktionskonstante von .

Bemerkung: Jede Lipschitz—stetige Funktion ist stetig!
Es gelte die Abschatzung

VeEy @ ||®@) - e <z -yl
Dann ist @ nicht notwendigerweise kontrahierend!




Satz: Jede C1-Funktion @ : [a, b] — R ist Lipschitz—stetig auf [a, b] mit
der Lipschitz—Konstanten

L:=sup{|®'(z)| : a <z <b}

Ist L < 1, so ist ® kontrahierend; ist dagegen L. > 1, so ist ® nicht
kontrahierend!

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

[®(2) — ®(y)| = [®'(E)]]z —y| < L]z —y|

Beispiel: Betrachte die Funktion ®(x) = e~ . Dann gilt
P(z) = —e*
Lipschitz—Konstante

L:=sup{le™| : a<xz<b}

Banachscher Fixpunktsatz

Sei (V|| - ||) ein vollstandiger normierter Raum (Banachraum). Ferner sei
D C V abgeschlossen und ® : D — D eine kontrahierende Abbildung
der Menge D in sich mit einer Kontraktionskonstanten L (also L < 1).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Es gibt genau einen Fixpunkt z* von ® in D

2) Furjeden Startwert xq € D konvergiert die Fixpunkt—Iteration x4 1 =
®(x;) gegen den Fixpunkt z*

3) Es gelten die Fehlerabschatzungen:

n

Jn = 2l € == llan — w1l < T——lle1 — o




Beispiel: Berechne den kleinsten Fixpunkt von ®(z) = 0.1¢*
Setze D = [0, 1], dann gilt

exp(1)

0< P(x) < <1

Daher bildet & das Intervall D = [0, 1] auf sich ab.
®(z) = d'(z) = 0.1€"

Damit ist ® auf D kontrahierend mit L := exp(1)/10.
Berechne Fixpunkt 2* mit einem absoluten Fehler von ca. 10~°:
L’I’L
1-L
Daraus ergibt sich mit zog = 1 und damit z; = exp(1)

lzn — 27| < |lz1 — ol < 107°

n>_——
~ logig L
Tatsachlich ergibt sich nach 11 Iterationen eine zehnstellige Genauigkeit.
9

~ 10.61

Bemerkung: Existiert eine abgeschlossen Kugel

K={zeV||z—-yoll <r}
mit den Eigenschaften

1) ® : K — V ist kontrahierend mit Konstraktionskonstante L < 1

2) [|[®(yo) —yoll < (1 —L)r
so gilt (K) C K und der Fixpunktsatz lasst sich mit D = K anwenden.

Beweis: Betrachte ein y € K. Dann gilt

[®(y) — ol < [[P(y) — P(yo) + P(yo) — woll
Llly = yoll + (1 = L)r

T

IA

IA
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Kapitel 6: Potenzreihen und elementare Funktionen

6.1 GleichmaBige Konvergenz

Sei (fn)n>0 eine Folge von Funktionen mit f, : D — C, D C C™

Definition: Zur Konvergenz von Funktionenfolgen definieren wir

1) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen eine

Funktion f, falls qilt:

VzeD nli_)moo fn(z) = f(2)

2) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmaBig gegen eine

Funktion f, falls

lim [[fn— fllo =0 <« lim_ sup |fn(z) — f(2)|| =0
zeD

11

Beispiel: Betrachte die Funktionenfolge ( f,) definiert durch
l—nx | 0<z< %
fn(z) = 1
Diese Folge konvergiert offensichtlich gegen die Grenzfunktion

1 : =0
f(z) =
0O : 0<zxX<1

Die Konvergenz ist aber nicht gleichmalig, denn

[fn = fllo=1 ¥Vn=>0

Jede Funktion f;,(x) der Folge ist auRerdem stetig

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig!

12




Beispiel: Wir betrachten die Funktionfolge

fn(z) =nzexp(-nz) n>1
Die Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen f(xz) = 0, allerdings:

2z exp(—nz) = nexp(—nz)(1l — nx)

fl(x) = nexp(—nz) —n
Aus f! (z) = 0, folgt x = 1/n. Weiter gilt:
"(1/n) <0
Das Maximum der Funktion f,(x) liegt bei x = 1 /n mit

fn(l/n) =exp(-1) Vn>1
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Satz: Konvergiert eine Funktionfolge (fy) mit f, : D — C, D Cc C™
gleichmafig gegen eine Grenzfunktion f und sind die Funktionen f;, stetig
auf D, so ist auch die Grenzfunktion stetig auf D.

Beweis: Seice > 0 gegeben und n so gewahlt, dass

9
I = flloo < 5

Weiter sei § > 0 so gewahlt, dass

5
VzeD : Jlz—2flco<d = |fn(z)—fn(20)|<§

Dann qilt:
|f(z) = f(zo0l < |f(2) = fa(2)] + [fa(2) — fu(z0| + | fn(20) — f(20)|

g g g
< — — — =
3T3t3=¢

14




Satz: GleichmaRige Konvergenz von Reihen von Funktionen
1) Majorantenkriterium von Weierstraf
Gegeben seien Funktionen f;, : D — C, D c C™. Gilt dann flr
b €R: VzeD : |fu(2)] <bp A k§obk < o,

so ist die Reihe % f1(z) gleichmaRig und absolut konvergent auf D.

2) Sind die Funktionen f;. : [a,b] — R differenzierbar in [a, b] und die
o0

beiden Reihen > f.(z) und % f1.(z) gleichméaRig konvergent, so
k k=0

=0
istauch f(z) = % fr(2) differenzierbar mit
k=0

d 0 0
=Y @D =3 fi)
T k=0 k=0
fur alle x € [a, b].

15

6.2 Potenzreihen

Definition: Eine Reihe der Form

o0

(1) f(z) =3 ap(z—=0)"
k=0
heil3t (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt zg € C. Dabei gilt
ap, € C(k € Ng)und z € C.
Beispiel: (3.4 Konvergenzkriterien fur Reihen aus Analysis )
Die Exponentialfunktion ist Gber eine Potenzreihe definiert:

ook

exp(z) = Y. = (2€0)

i—o k!

Elementare Funktionen sind uber Potenzreihen definiert:
Inz, a®, cosh(z),sinh(z), cos(z),sin(z), tan(z),cot(z)

16




Beispiel: Eine Potenzreihe fur reelle Zahlen ist die Taylor—-Reihe

@)=y L0 )b

k=0 K
Die Taylor—Reihe einer C'°°—Funktion ist im Allgemeinen

nicht konvergent.

Konvergiert die Reihe, so nicht notwendigerweise gegen f(x).

Gilt aber

o F(0) (4
fy =y, T

k=0
so nennt man die Funktion f reell analytisch oder eine C“—Funktion
(aus Analysis I).

(z — )"
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Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

1) Zu jeder Potenzreihe (1) gibt es eine Zahl r, 0 < r < oo, den soge-
nannten Konvergenzradius der Potenzreihe mit den Eigenschaften

0
|z — 20| <7 = 3 ap(z—20)" absolut konvergent
k=0

0.9}
z—z0| >7 = D ap(z— 20)*  divergent

k=0
2) Konvergenzradius nach der Formel von Cauchy, Hadamard
1
r= (siehe 3.2 aus Analysis I)
limsup {/|a|
— 00

1-
o0 0
18




Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)
3) Falls einer der folgenden Grenzwerte existiert bzw. gleich oc ist, ist er
gleich dem Konvergenzradius r:
a
k41

. 1 .
r= lim , r= |lim
k—o0 k/|ak| k—o0

4) Formal kann man Potenzreihen differenzieren und erhalt

©.@)

F1(2) =" apk(z — 20)F 1

k=1
Dies ist wiederum eine Potenzreihe.
Der Konvergenzradius ist identisch mit dem Konvergenzradius der
Ausgangsreihe (auch im Fall » = 0 oder r = o0).

19

Beweis: Teil 1): Wir definieren

o
r = sup {|w| Y apw” konvergent}
k=0

Dann gilt 0 < r < oo und fur |z — zg| > r ist die Potenzreihe divergent.
Gilt » = O, so ist die Potenzreihe (absolut) konvergent nur fur z = zg.

Seialsor >0und0O<p<r =

o
JweC, |w|>p : Y aw® konvergent

k=0
IM >0 : VE>0 : |quwt| <M ((apw®)g>0 ist beschrankt)
Seinun |z — zg| < p < |w|. Dann gilt:
k k
Z—zQ Z— 20
jax(z = 20)"| = |agw”| < M|~

20




Sei nun |z — zg| < p < |w|. Dann gilt:

k k
Z—Z Z— Z
jag(z = 20)*| = |apuh| |—=| < M|—=
w w
Es gilt:
k
Z—ZQ Z— 20
<1
w o w
. . . w z—z k . - -

Also ist die Reihe >~ |===0|" eine geometrische Reihe.

w

k=0
Wir haben demnach

o
lak(z —20)"| <bp A Y by < oo
k=0

Majorantenkriterium von Weierstral} =

% a,(z — z0)* konvergiert absolut und gleichmaBig fir |z — zg| < p.
k=0

21

Teil 2):  Wir verwenden das Wurzelkriterium:

Vk > kg : <€/|ak(z—zo)k|<q§1 & limsup \k/|ak(z—zo)k|<1
k

— 00
& limsup {|ag| |z — 20| < 1
k—o0

1
S |z — 2| <
limsup {/|a|
— 00
Teil 3): Die erste Aussage folgt aus Teil 2).
Fur den zweiten Teil verwenden wir das Quotientenkriterium:
k41
a Z — Z a
k1 O)k <1l & |z-—2z ket <1
ar(z — zg)
Also:
. k41
jim |12 ZO)k <1 & |z—2z|< lim |2&
k—o0 a(z — zg) k—oo |af41




Teil 4): Nach Teil 2) ist zu berechnen:

limsup /k|ay|
k—oo

Wegen /k — 1 fir k — oo gilt:
limsup {k|ag| = limsup {/|ag|
k—o0 k—o0

Also sind die Konvergenzradien der Ausgangsreihe und der abgeleiteten
Reihe identisch.

Bemerkung: Die Konvergenz von Ve — 1 zeigt man folgendermalen:
k(k—1
W::].—F’I“k, r, >0 = k:(]_—|—7~k)k2 1+%T%
s 2

= 1, — 0 (k— 00)

23

Beispiel:

1) Die Reihe S° k!z* konvergiert nur fiir = = 0, denn k!z* istfir z # 0
k=0
keine Nullfolge.

2) Die geometrische Reihe § z¥ hat den Konvergenzradius r = 1.
k=0

k

3) Die Exponentialreihe % % hat den Konvergenzradius r = oc.
k=0 F:

4) Differentiation der geometrischen Reihe ﬁ = % 2k ergibt:

k=0
1 (0.]
- = k2Pl =142:4322 44234
(1—z)2 2 z z z z
B R 1ik:(k:—l)zk_2=1<2+6z—|—1222—|—...)
(1—2)3 P — 2

24




Beispiel:

5) Aus Teil 4) des letzten Satzes folgt auch, dass die integrierte Potenz-

reihe
oo

Ct+ > (2= z)kH?
i—ok+1

den gleichen Konvergenzradius wie die Ausgangsreihe besitzt.

Beispiel: Integration der Potenzreihe

LT PP
14 = =0

ergibt eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

S (_1)kxk:—i—1

In(14+z)= > , —-1l<z<1
i—o k+1
25
Beispiel:
5) Fortsetzung:
Integration der Potenzreihe
d 1 o
—arctanz = =) (—1)Fz2k
2
dx 1+« =0
ergibt
arctanx = i ﬂxzk"‘l -l<z<1
=0 2k+1
Bemerkung:

1) Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises mit Radius r
stetig.
Reelle Potenzreihen sind auf (xzg — r, zg + r) auch C°°—Funktionen.
Eine reelle Potenzreihe ist gleich der Taylor—-Reihe einer Funktion.

26




Bemerkung:
2) Es gilt der folgende Identitatssatz flr Potenzreihen:

0 0
Sind Y ar(z — z0)f und X bi(xz — z0)F reelle Potenzreihen, die

in einem Intervall (zg — ¢, a:o_—l— ¢) die gleiche Funktion darstellen, so
gilt:
ap =b, Vk

3) Abelsche Grenzwertsatz
Reelle Potenzreihen der Form

o0

f@) =Y ap(z — zp)*

k=0
sind uberall dort stetig, wo sie konvergieren, d.h. insbesondere auch
in den zum Konvergenzbereich gehorigen Randpunkten des Konver-
genzintervalls.

27

Beispiel: Da die Reihe

In(142) = i (D e
k=0 kT 1

auch fir x = 41 konvergiert, folgt nach dem Abelschen Grenzwertsatz,
dass die obige Gleichung auch in x = 1 gdltig ist:

, -l1<z<1

o0

n(1+1)= Y ﬂlk"'l
o k+1

Daraus folgt:
00 (_ 1 )k;

In2=>)"

i—o k+1

28




Satz: (Rechenregeln far Potenzreihen)
Seien f(z) = Z arpz® und g(z) = Z bi.z* Potenzreihen mit den Kon-
=0 =0

vergenzradien 7“1 > 0 undry > 0. Dann gelten:

1)

F(2)+9(z) = (ag + bp)2F, |z] < min(ry,r2)
k=0

2)

0
A(2) = Z )\akzk, |z| <71
k=0

3) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen

0 k
f(z)-g(z)= > (Z albkl) 2*, |z| < min(ry,r2)

k=0 \l=0

29

Satz: (Rechenregeln fiir Potenzreihen)

4) Ist f(0) = 0, so lakt sich die Potenzreihe f(z) in die Potenzreihe
g(z) einsetzen. Es gibt also ein r3 > 0 und ¢;, € C mit:

Go ) =g(FG) =3 ek, |2l < rs

k=0
5) Ist £(0) # 0, so besitzt die Funktion 1/f(z) eine Potenzreihenent-
wicklung. Es gilt also r4 > 0 und d;, € C mit:

- Z dkzka |Z| <7y
Die Koeffizienten d;. lassen sich rekursiv berechnen:
apdg = 1, apdp = — Z diap_;, k=1,2,...

Dies ergibt sich direkt aus dem Cauchy—Produkt.

30




Beispiele zu den Rechenregeln von Potenzreihen:

1) Wir definieren fur z € R:
J— 1 x —x
cosh(z) = 5 (e +e )

und ersetzen e* durch die Potenzreihe 3 f:—]f

cosh(z) = = (Z %xk—l— > kl(—x)k)
| >

i O R 1 o
sinh(x) = 5 (e e ) —kZZ:O (2k + 1)!.’13

31

Beispiele zu den Rechenregeln von Potenzreihen:

2) Fiir f(z) = iosx

erhalten wir:

cosr [ & (-1)F 5 —
1-z (Z k) )(l;)m)

k=0

2 4

— * x 2

(i3] - 1)

+(1—%+%) i —l<z<1

32




Beispiele zu den Rechenregeln von Potenzreihen:
3) Wir setzen

xr
9(x) = ——
Dabei lautet die Potenzreihe des Nenners:
o 1 k+1
e? —1 =
,EO (k+ 1)!
Zur Potenzreihenentwicklung von g(x) machen wir daher den Ansatz:
O
B
g(a) = 3 Fat
k=0 ™"
Damit gilt:
et —1 e 1 = By
1= cg(x) = L x

33

< L k) (B i By Lk
1_(k§O(k+1)! ) (z:o“ )—go(l;m_zﬂ)!)

Also muss gelten:

i B :{1:k=

=0 (k=14 1)! 0 : k>0

Daraus folgt:

k—1 %

Bp=1 B = — ' B
o= k g:ol!(k:—l—l—l)! l
Die Zahlen By nennt man Bernoullische Zahlen:

1 1 1 1
BO:]-a B].:_Ea 32:65 B3:O, B4:_%’ B5:O7 B6:—

/\
>
I

1,2,..)

25

34




6.3 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion
Fir z € C definieren wir:

ko1
exp(z) i= 3 —2F

Konvergenzradius r = oo = exp(z) ist fur alle z € C erklart und stetig.

Fur reelle Argumente ist exp : R — R unendlich oft differenzierbar mit

% exp(x) = exp(x), exp(0) =1

Gewohnliche Differentialgleichung: suche eine Funktion y(z) mit
y'(z) =a-y(x), y(zo) = yo
(Eindeutige) Losung ist gegeben durch

y(z) = yo - exp(a - (z — o))
35

Eigenschaften der Exponentialfunktion:

1) Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) Vz,weC

2) Fur alle z € C qilt:

exp(z) # 0, exp(—z) = expl(z)
3) Furalle z € R gilt:
exp(z) >0
4) Asymptotische Verhalten fur z — =+oo:
x_h)r_poo exp(z) = oo, xl_i)rpoo exp(z) =0

36




x,’l’L

lim =
r—00 exp(x)

5) Fur alle n € N gilt:

6) Die Funktion exp : R — R ist streng monoton wachsend mit

Wertebereich exp(R) = (0, c0)

7) Es qilt:
X1 i 1\"
= exp(l) = k;:ok—! = lim_ (1 + ﬁ)

2.718281828 45904 52353 60287 ...

e =
Weiter ist e eine irrationale Zahl, sogar eine transzendente Zahl.

8) Furalleq € Q, = € R gilt:

exp(qx) = (exp(x))?
37

Der naturliche Logarithmus
Da die Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend ist, existiert

die Umkehrfunktion:
In: (0,00) - R

Diese Funktion nennt man den natirlichen Logarithmus.

Eigenschaften:

1) Die Funktion In :
stetig.

(0,00) — R ist streng monoton wachsend und

2) Esqilt: Iim Inxz = —ocound Iim Inz = cc.
r—0o0

z—0+

3) Funktionalgleichung:

In(zy) =Inxz 4+ Iny Vz,y >0

38




4) Potenz:
In(z?9) =q-Inzx Vz>0,qeQ
5) Spezielle Funktionswerte:
In(1) = 0, In(e) =1
6) Der natirliche Logarithmus ist auf (0, oco) differenzierbar mit

d 1
—lne = —
dxz T

7) Es qilt die Potenzreihenentwicklung:
(-1) Skt

In(1+z) =
kgo kE+1

(-1l<z<l)

39

Die allgemeine Potenz
Flr a > O und ¢ € Q hatten wir:

a? =exp(qg-Ina)
Wir definieren daher allgemeine Potenzen:

z

a® ;= exp(z-Ina) (a>0,2€C)
Eigenschaften der allgemeinen Potenz:

1) Die Funktion f(x) = a” ist auf R streng monoton wachsend fiira > 1
und streng monoton fallend fir 0 < a < 1.

2) Esqilt:

sowie

40




3) Flr a # 1 besitzt y = a® eine Umkehrfunktion

y(z) =loggx
den Logarithmus zur Basis a. Es gilt:

In
Iogaac:—aj (x > 0)
Ina

4) Es gelten die folgenden Differentiationsregeln:

d
d—(am) = Ina-a” (x R, a>0)
x
d a a—1
d—(a:) = ax (a € R, z > 0)
x
d 1
—(loggz) = (z,a>0)
dx xlna

41

5) Verallgemeinerung des binomischen Satzes:

o0

14+z)*= ) <Z)xk (aeR, -1<z<1)
k=0
mit

a 1 kL .
(k)::ajljo(a‘” (k> 0)

Spezialfalle sind die beiden Entwicklungen:

1 1, 15 5 4
1 — 14 p_ = 32 _
+z —I-Qx 5% -|-1690 155" +
1 1 3, 5 5 35,
— 1 Tp4 .2 2 22 4L
N 2Tt g® T 16 Tig® T

Beweisidee: Rechte Seite |0st die Differentialgleichung

(1+2)g'(z) = ag(x)

42




Die hyperbolischen Funktionen: Fur z € C definieren wir

1 1
cosh z := 5(62 + e %) sinh z 1= 5(62 —e %)

Die entsprechenden Potenzreihenentwicklungen sind (siehe oben):

> 1 > 1

z) = 22k inh(z) = —
cosh(z) kgo (2 sinh(z) kgo (2k + 1))

ZQk—i—l

Eigenschaften:

1) Die Funktion cosh ist gerade, d.h.
cosh(—z) = cosh(z)
Dagegen ist die Funktion sinh ungerade, d.h.

sinh(—z) = —sinh(z)

43

2) Ableitungen der hyperbolischen Funktionen. Es gilt:
a4 cosh(z) = sinh(z)
dx

d
— sinh(x) = cosh(x)
dx

3) Funktionalgleichungen:

sinh(z +y) = sinhxzcoshy + coshzsinhy

cosh(z 4+y) = coshzcoshy + sinhzsinhy
4) Algebraische Relation:

cosh?z —sinh?z =1

44




Inverse hyperbolische Funktionen, Areafunktionen:

Die Funktion sinh ist streng monoton wachsend auf R, cosh auf [0, co):

Die Umkehrfunktionen bezeichnen wir mit arcosh und arsinh

Es qilt:
arsinh(z) = In(z+V2z2+1) (z€R)
arcosh(z) = In(z 4+ Vz2 —1) (1<z< )
sowie
d 1
—arsinh(z) = —— (x € R)
dx 513'2 +1
1
iarcosh(ac) = — (1<z<o0)
dx 332 -1
45
Die trigonometrischen Funktionen:
sinz 1= > D7 22kt
=0 (2k 4+ 1)!
cosz = Y (1) 22k
=0 (2k)!

Konvergenzradius » = oo = Funktionen sind auf ganz C erklart und dort

stetig.
Eigenschaften:

1) sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion
sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z)
und

sin(0) = 0, cos(0) =1
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2) Esqilt:

e = cosz—+isinz, e ¥ =cosz—isinz
: 1 ., — : . :
sinz = g(ezz—e ") = (sinz coshy) 4+ i(cosx sinhy)

1

1 . - . .
CoSz = E(e’z + e %) = (cosxz coshy) —i(sinxsinhy)

sowie
sinz4cos’z =1

3) Funktionalgleichungen
sin(u+wv) = sinucosv+cosusinv, cos(u+v) = COSuCOSv—Sinusi

4) Reelle Ableitungen:

d . d )
—SInNx = COS z, —COSx = —SInx
dxz €T

47

Die komplexen Tangens— und Kotangensfunktionen

sin z T
tan = — =+ k
? COS z (Z#Q—i_ ™)
COS
cotz = — : (z # km)
sin z

Eigenschaften:
1) tan und cot sind m—periodische, ungerade Funktionen.
2) Es gilt:

el _ otz

e’LZ _I,_ e—ZZ

(z#gwcw)

12 —1z
cotz = ig—l——e‘ (z # km)

eZZ e—ZZ
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3) Reihen—Entwicklungen:

1, 2 . 17 -
tanz = 34 <54 -0
i Pt gE st T

00 22/<: 22k_1
R

= (k)

1 z 1 5 2

|B

5 1 <

cotz = - ————2"— —2" — ——=2" —
z 3 45 945 4725
= ~- [Boplz?71 (0 < |2 <)
z = (2k)!
mit den Bernoullischen Zahlen B;..
49
4) Reelle Ableitungen:
d 1 T
—tanx = ———— —+k
dx v cos?x (@ 7 2 + k)
d 1
—cotzx = — (z # k)

dx sin? g
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Kapitel 7: Interpolation

7.1  Problemstellung
Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R (Stutzstellen)

(z0, fo), (1, f1), -, (&n, fz) (zo <z <...<2pn)

Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert:

p(ajl):fz i=0,1,...,n
(p = Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion)
Zunachst: Klassische Polynom-Interpolation

Bestimme ein Polynom hochstens n—ten Grades

p(x) =ag+ a1z + a2x2 + ...+ anz™,

das die gegebenen Daten interpoliert.
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Erster Losungsansatz: Interpolationsbedingungen ergeben ein LGS

2

ag + a1z + aszy+ ... +anxg = fo
2

ag +a1zy +agri+ ... tanz] = fi
2

ag + a1xn + arx; + ...+ anz)y = fu

Vandermonde—Matrix

2
1 z9 zj

xn
0 2 ao fo
1z xg T3 a1 | _ | f
2 n an fn

n

1l zpp z;; ...
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Es gilt (Beweis mittels vollstandiger Induktion)
detV(zg,...,zn) = ][] (zj—x;)
0<i<j<n

Satz: Sind die Knoten z; des Interpolationsproblems paarweise ver-
schieden, d.h.

v ZF=x; (1 F7)
so existiert genau ein Polynom p;,, hochstens n—ten Grades, das die In-
terpolationsbedingungen

erfullt.
Aber:
LGS mit Vandermonde—Matrix ist numerisch zu kompliziert!
53
7.2 Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton
Interpolation nach Lagrange:
Wir definieren
(z—z0) ... - (x—zj_1) (—zjgp1) ...  (z —xn)
lj(x)
(zj—z0) .. (xj—zj_1)  (zj —wjqr1) ... - (5 — zn)

ﬁ (z —z;)
i=0,i%j (z; — ;)
Dann gilt furalle j = 0O, ..., n:

o)L =y
lﬂ(ml)_{o RE Y
Also wird die Interpolationsaufgabe gelost durch das Polynom py, (x)
n
pn(z) = folo(x) + ... + faln(z) = [] fili(z)
i=0
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Beispiel: Wir betrachten die Daten
zj|0|1/2 3
filojol4]18

Dann qilt:

lo(z) (z —1)(z —2)(z —3) I1(z) = (x —0)(z —2)(x —3)
’ 0-1)(0-2)(0-3) 1-0)(1—2)(1—3)
I (2) (0-0)(@-1)@=3) , y _ @-0-1(-2)
’ 2-0@-1)2-3) 3 G-0)GE-1)(G-2)

Das Polynom ist dann:

pn(z) = 4-lx(z) +18-i3(x)

x(x —1)(x —3) x(x—1)(x —2)
4 . +18 :

— 32
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Interpolation in der Newton-Darstellung:

Das Interpolationsproblem wird auch gelost durch das Newton—Polynom

n 1—1
pn(z) = Y ¢ [] (x—xy)
i=0 ;=0
= cgtci(x—29)+...+cn(z—29)...(x —xp_1)
mit geeigneten Koeffizienten cqg, c1, ..., cn.
Insbesondere gilt dann:
pn(z0) = co
pn(z1) = co+ c1(z1 — z0)

pn(x2) = co+c1(xo —x0) + co(x2 — 20) (w2 — 1)
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Was sind die Koeffizienten cg,cq,...,cn?

pn(zo) = co=1fo = co=fo
_fi—Jo

1 — X0

pn(z1) = Co+61($1—wo)éf1 =

n

1—1
pn(xn) = Z G H (zn — 333’)

i=0 =0
= cg+ci(en—x0)+ ... +en(zn —zo)(@n — 1) ... (Tn — Tp_1
1 n—1 j—1
= ot = —3 (fn Z c; H(a:nac,))
(Cﬁn—xj) j=0 =0
7=0
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Folgerungen:

1) Zur Berechnung von c; bendtigt man nur die ersten (j + 1) Punkte

(w0, fo), -, (5, f)-

Notation:

cj:f[x07m17"'7xj—laxj] (]=O,1,,n)

2) Nimmt man eine Stitzstelle (x4 1, f,+1) hinzu, so gilt:

n
Prt1(x) = pn(2) + cpg1 [[ (@ — ;)
i=0
mit
_ Ja+1 —pn(Tp41)
Cn+1 —

n
(Tp41 — x5)
Jj=0
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Methoden zur Polynomwertberechnung:

Auswertung eines gegebenen Polynoms Uber das Horner—-Schema:
Seip(x) =ag+ a1z + asx? + ... + anx™.

Man berechnet p(£) an einer festen Stelle £ mittels

p(§) = ag +&(a1 +&(ax +&(. .. (ap—1 +anf) ...)

Rekursive Darstellung:
bp—1 = an
b, = ag41 +&bgy1, k=n-2,...,1,0
b_1 = aop+&bo
Dann gilt p(¢§) = b_1.

59

(Effiziente) Berechnung des Newton—Polynoms uber
Methode der dividierten Differenzen

Satz: Definiert man die sogenannten dividierten Differenzen mittels

flo) = f;  G=ii+1,...,i+k
fleiza, - xigpr] — flrs, - i p—1]
Tt — T

f[xi7 Lit1s--- 7mz+k] -
so gilt

C; = f[anxla"'axj])

d.h. die dividierten Differenzen ergeben gerade die Koeffizienten des
Newton—Polynoms.
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Berechnungsschema zu den dividierten Differenzen (fur n = 3):

| flo] flr, 1] fleg wig, migo] flog, 401, 400, 244.3]
zo | Jfo
r1| f1 flwo,®1]

ry  fo o flry,x0] flzo,z1,x2]
r3 | fz3  flro, 23] flr1, 22, 23] flzo, 1,2, 23]
wobei

fleiv1, - xigr] = flog, - i 1]
xi—}-k} — X

f[xb Lit1y--- amz—{—k] -

61

Der Interpolationsfehler:

e(x) = f(z)—pn(x)
= f(z) — (pn+1($) — Cp41 ﬁ (z — xi))

1=0

= f[wa")xnax] H(x_xz)

=0
Satz: Sei f € C"t1([a,b]). Dann gibt es ein & € [a, b] mit
flzo, ... zpt1] = (n+ 1),f(n+1)(€)

Abschatzung fir den Interpolationsfehler:

f(2) — x |FPEDE] | T (& — =)
=0

1
POl S Gy %
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Das Knotenpolynom:

Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom:

w(z) = I (= — =)
1=0

Optimierungsproblem:

Bestimme die Knoten xq, 1, ..., xn, SO dass
n
max H (x — x;)
wo,...,xne[a,b] i=0

fir z € [a, b] minimal ist.

Losung: Tschebyscheff-Knoten auf [—1, 1]:

77) 7=0,1,...,n
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6.3 Spline-Interpolation

Sei A, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:
Ap | a=xp<r1<...<Tp_1<Tn=">0

mit Teilintervallen [x;_q,z;],j = 1,...,n.

Definition: (Kubischer Spline)
Eine Funktion S : [a, b] — R heil3t kubischer Spline, falls

1) S € C?([a,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar,
2) S ist auf jedem Teilintervall ein Polynom dritten Grades:
S(x) = s(x) = aj—l—bj(a:—xj_l)+cj(a:—xj_1)2+dj(x—xj_1)3
furz € [zj_1,z;]undj=1,...,n.
Interpolation der Daten (xq, fo),. .., (zn, fn) mit kubischen Splines.
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Ein kubischer Spline besitzt also 4n Parameter, die folgendermal3en be-
stimmt werden:

1) Interpolationseigenschaft:

si(rj—1) = fj—1, sj(xzj)=f Vi=1,...,n

2) Stetigkeit der Ableitung:

sg(a:j):s;+1(acj) Vi=1,...,n—1
3) Stetigkeit der zweiten Ableitung:

@) =81 (x;) Vi=1,...,n-1

Dies sind (4n — 2) Gleichungen, es fehlen also noch zwei Bedingungen.
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Definition: Ein kubischer Spline heifl3t
1) natlirlicher Spline, falls gilt: S”(a) = S”(b) = 0,
2) periodischer Spline, falls gilt: S(9)(a) = S (), i =0, 1,2,
3) allgemeiner Spline, falls (z.B.) gilt: S'(a) = fj, S'(b) = f},.
Alle drei Bedingungen ergeben die zwei notwendigen Gleichungen.

Besondere Eigenschaft des natirlichen Splines:

Satz: Unter allen interpolierenden C2—Funktionen minimiert der natiirli-
che kubische Spline das Funktional

b
Iyl = [ (" (@) 2da

Funktional ist ein Mal fur die Krimmung der Interpolationsfunktion.
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Berechnung des naturlichen kubischen Splines:

Sei S auf dem Teilintervall [z;_1, z;] gegeben durch

S(x) =a; +bj(x —xj_1) +¢j(x —zj_1)° + dj(x —zj_1)3
Dann gilt:

a; = fj—l
b — fj_fj—l_QMj—l‘FMjh‘
J )
h; 6
M;_4

- J
C] 2
d. — Mj_M]_l

J 6h

und die Momente ) 10sen ein LGS mit Tridiagonalmatrix.
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Herleitung des Splines Uber die Momente M ;:

M; = S”(:cj), j=0,...,n
nennt man Momentenmethode: s;-’(:v) ist eine Gerade mit
—j— M,

J
h;

M
si(x) = Mj_1 +

Integration liefert
M; — M;_

2h;

s;(:c) = Bj+M;_1(x—x;_1) + 1(37—953'—1)2

M;_4 M; — M;_

1
(x—zj—1) (hj=z;—x;_1)

s;(ac) = Aj+Bj(x —zj_1) + 5

mit den Integrationskonstanten A, B;.

6h;

(z—2-1)% 4+ I (@ —2
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Aus

sj(wj—1) = fj—1  si(zj) = f;
folgt direkt
Aj=fj_1 Bj="1—2— _EJ(Mj_l_QMj—l) ()

h

Stetigkeit von S an den Punkten z;, j = 1,...,n — 1 ergibt

M+ M; 1
s;—(xj) = s;+1(xj) = B+ 5 I==h; = Bj41
Einsetzen von (x) ergibt dann:
ﬁMj +hj+hj—|—1Mj+hj—|—lM‘+1:fj—l—l_fj_fj_ j—1
- J
6 3 6 hjt1 h;
furj=1,...,n—1
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Tridiagonalsystem flr M, . .., M, mit S”(a) = S”(b) = O lautet

2 Ap Moy do
p1 2 A1 My dy
Pn—1 2 Ap—1 Mp—1 dn—1
mit hj =T —Tj-1 und
h;i1
A= — It =1
j v Hy J
hj+ hjt1
g = 6 (fj—|—1_fj_fj_ j—l)
hjthjt \ Ry h;
fuirj = 1,...,n — 1 sowie den Randwerten

)\O:O, doZO, ,Lbn:O, dn:O
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AbschlieBRende Bemerkungen:

1) Die Berechnung des (naturlichen) kubischen Splines ist relativ leicht,
da das Tridiagonalsystem direkt gelost werden kann.

2) Ein Spline oszilliert weit weniger als klassische Interpolationspolyno-
me, denn er minimiert die Krummung.

3) Nimmt man immer mehr Stlutzstellen hinzu, so konvergiert der Spline
mit der Ordnung h* gegen die Ausgangsfunktion.

4) Schreibt man als Randbedingungen die ersten Ableitungen vor, d.h.
S'(a) =5,  S'(b) =1y

so erhalt man ebenfalls ein Tridiagonalsystem, allerdings mit anderen
Werten fur \g, dg, pun und dy,.

5) Beim periodischen Spline erhalt man bei der Losung kein Tridiagonal-
system.
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Kapitel 8: Integration

Erlauterung auf Folie

8.1 Das bestimmte Integral

Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion auf einem (zunachst)
kompakten Intervall [a, b].

Definition: 1) Eine Menge der Form

Z={a=zg<x1<...<xn=">0}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].
Die Feinheit der Zerlegung ist dabei

1Z]| = fgiagxn(ﬂ% —xi1)
Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen des Inter-
valls [a, b].
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Definition: 2) Jede Summe der Form

n—1
Ri(Z) =Y f)(wig1—x) (2 <& < xiqq)
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—1

Up(Z) =) inf f([zs, 241]) (@41 — )
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

n—1
O0(Z) := > sup f([zj, ziy1]) (Tigy1 — )
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Beobachtung:

Aus den Definitionen folgt direkt:

1) Fur feste Zerlegungen gilt stets:
Up(Z) < Ry(Z) < O5(2)
2) Ist Z; eine feinere Zerlegung als 75, i.e. Z» C Zq, so gilt:
Ui(Z2) SUi(Z1)  Op(Z1) <0p(Z2)
3) Fur zwei beliebige Zerlegungen Z;1 und Z5 gilt daher:
Usi(Z1) < 0p(22)
und

Up(Z2) < 0f(Z71)
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Konsequenzen:

1) Es existieren die Grenzwerte Uber immer feinere Zerlegungen:

f(x)dz = sup{Us(2) : Z € Z]a,b]} (Unterintegral)

f(x)dr = inf{Op(Z) : Z € Z[a,b]} (Oberintegral)

S— o —o

2) Eine Funktion f(x) heil’t (Riemann-)integrierbar Uber [a,b], falls
Unter— und Oberintegral Ubereinstimmen:

b b b
/f(:l:)d:c :z—/f(x)d:cZ/f(a:)da:

nennt man das (Riemann-) Integral von f(x) liber [a, b].
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Beispiele: 1) Die konstante Funktion f(z) = ¢ ist integrierbar:

n—1 b
Up(Z) = 0p(Z) = 3 c(mip1—m:) = c(b—a) = /f(m)d:p — ¢ (b—a)
1=0 a

2) Seif(x) =2,0<zx<1lund Z, := {O,%,%,...,l}:

n=ly 41 1 1
Uz = ¥ (570 =5 e

nmlo 1 i4+1 0 11
oz = XSS n) =t

= /1f(a:)d:c =
0

76




Beispiele:
3) Sei

o z2zel0,1]1NnQ
f@)—{l - 2€[0,1]\Q

Dann gilt fiir jede Zerlegung: U¢(Z) =0, Of(Z) = 1.
Also ist die Funktion nicht integrierbar.

4) Seia < c<bund f(x) gegeben durch
_J 0 xz#£c
f(z) = { 1 : z=¢

b
Die Funktion ist integrierbar mit /f(ac)d:v = 0, denn
a

Uf(Z):O O<Of(Z) <2||Z||
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Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gelten:

1) fistintegrierbar auf [a,b] < f integrierbar auf [a, c] und [c, b].
Zusatzlich gilt:

/bf(a:)dmZ/Cf(az)dx—F/bf(a:)dx

2) Linearitat: Auch af(xz) 4+ Bg(x) ist integrierbar:

/b(af(x) + Bg(x))dx = Oé/bf(w)d:v + ﬁ/bg(w)dw

3) Positivitat:
b
Veelab] : fz)>0 = /j@mxzo
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Satz: (Fortsetzung)

4) Abschatzungen:

b
(b=a)-inf(fla,t]) < [f(@)dz < (b—a)-sup(fla,b])
b
[f@dz | < (b=a)-sup{lf(@)| : a<z<b}

b b
[1@az | < [17@)]d

Bei der letzten Abschatzung mul} | f(z)| integrierbar sein.
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Bemerkungen:

1) Die erste Aussage gilt fur beliebige Anordnungen von a, b, c.
Man definiert daher

/bf(w)dw = —/af(w)da:
sowie a ’
/a f(x)dz =0
2) Ist () integrierbar, so giltc;tets

b
Ry(Zm) = [ f(2)da

sofern || Zm|| — O fir m — oc.
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8.2 Kiriterien fiir Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Fir eine beschrankte Funktion f(z),a < x < b, sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

1) f(x) ist integrierbar Uber [a, b].
2)Ve>0 : 3ZeZla,b] : 0p(Z)-Up(2)<e

Satz:
Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann gilt:

1) Ist f(x) monoton, so ist f(x) integrierbar.

2) Ist f(x) stetig, so ist f(x) integrierbar.
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Beweis zu 2):

Die Funktion ist stetig auf [a, b], also auch gleichmaRig stetig, da [a, b]
kompakt.

Seie > 0und § > 0 passend, so dass

Tyl < = 1F@ - Sl <
—a

Dann gilt fir eine Zerlegung Z mit || Z|| < §:

n—1
Op(2)-Up(2) = (sup flzj, zj41] —inf flzj, ;01 (x40 — ;)
j=0
n—1 e
= : 0<b—a>.(wj+1_$j) —°
=

Nach dem Riemannschen Kriterium ist damit f(x) integrierbar.
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Satz: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gelten:

1) Das Produkt f(x) - g(x) ist integrierbar.

f(z)
9(z)
3) Die folgenden Funktionen sind integrierbar:

[fl(x) = [f(=@)]

{f(iv) » f(xz) >0
0 . f(x) <O

integrierbar.

2) Gilt g(x) > C > 0, so ist der Quotient

(@)

f(z) = {O D f(@) >0

—f(z) + f(x) <O
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Beweis zu 1): Ruckflhrung auf Riemannsches Kriterium:
Sei Z € Z]a, b] eine feste Zerlegung. Dann gilt:

n—1
Or.g=Usg= Y (sup(f-g)lzjzjr1]-inf(f-g)lzj, zj41])(zj41—x;)
=0
Man berechnet:
s;j = sup(f-g@lzj,zjp1] —inf(f - gz, z;41]
= sup |f(x)g(x) — f(y)g(y)

= %yglf(w)g(w)——f(w)g(y)ﬁ-f(w)g(y)——f(y)g(yﬂ

HfHaaiyf|g(w)——g(y)l4-H9Haa§y5|f(w)-f(y)

Wir erhalten also die Abschatzung
Of.g = Uf.g < [flloc - (Og = Ug) + llglloc - (Of — Uy)
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Frage: Stetige Funktionen sind integrierbar. Was ist mit
Funktionen mit Unstetigkeitstellen?

Insbesondere: stuckweise stetige Funktionen

Satz: Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
(Riemann)-integrierbar, falls die Menge Unst( f) ihrer Unstetigkeitsstellen
eine so genannte Lebesgue—Nullmenge ist, d.h., falls gilt:

Ve>0 : 3 [a'i7bi]i€N :

0@

Unst(f) C Ej (a;,b;)) A Z(bz —a;) <e€
=1

1=1
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8.3 Hauptsatz und Anwendungen

Definition:

Gegeben seien Funktionen F, f : [a,b] — R. Ist F'(x) differenzierbar auf
[a, b], und gilt: F/(z) = f(x), a < x < b, s0 heildt

F(x) eine Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:

1) Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind auch alle Funktionen
der Form

F(z) =F(z) +c
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).

2) Sind Fy(z) und F»(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion
F1(x) — F>(x) konstant.
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Satz: (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
1) Die Funktion

F(z) := /f(t)dt

ist eine Stammfunktion von f(x).

2) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
[ r@dt = F@) - F(a)
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Beweis: Teil 1): Wir mussen zeigen, dass

Fl(z) = f(x)
Sei h # 0 so, dass z,z + h € [a, b]. Dann gilt:

(G h) = F@) = /()

1 z+h T z+h

= = | swat— [rwae— [ j@a
1 z+h

= | G = r@)at

< sup{[f(t) = f(x)] : [t —x] < h At € a,b]}
— 0 (h—0),

da die Funktion f(x) stetig ist.
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Beweis: Teil 2): Nach der Bemerkung und Teil 1) gilt

F(z) = / F()dt+C  (C = Konstante)

Daraus folgt

b
FO) = [fWdi+c

F(a) = /f(t)dt—I—C'

=0

und wir erhalten

b
F(b) — F(a) :/f(t)dt
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Bemerkungen:

1) Teil 1) des Hauptsatzes gilt auch flr stlickweise stetige Funktionen

f(x). An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur

einseitig differenzierbar

und
Fl(z7) = lim f(&) F'(zt) = lim f(t)
t—ax— t—xt

2) Eine beliebige Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man auch
das unbestimmte Integral

von f(x) und schreibt

F = / f(z)dx
Die Funktion F'ist dann nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele: Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante:

/x”dx
1
/—da:
T
/Sinmdaz

/cos:c dx

dx

1422

1— 22 v

1
n+1

= Injz|4+C (z

= —cosx—+C
= sinz+C

= arctanz + C

1 ‘1—|—ac

= —In
1—=z

S

(n# 1)

# 0)
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Beispiele:

/Sthdm —

/coshxdac =

ler o (w20
a

1

v+ C (b>0,z>0)

Inb
z(lnx —1) 4+ C

XT

—( -1 C
mb(nm ) +
coshx + C

sinhx + C

(z > 0)

(b> 0,z >0)
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Satz: (Integrationsregeln)

1) Linearitat:
Sind f, g : [a,b] — R stlickweise stetig, so gilt

[(af@) +Bg@)dz=a [ f@)dz+ 5 [ g(a) da

2) Partielle Integration:
Sind u, v : [a, b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/u(m)vl(ac) dr = u(x)v(x) — /u’(m)v(m) dx

und fur die bestimmten Integrale folgt:
b b
/u(a;)v/(:r) dr = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /u/(a;)v(a:) dx
a a
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Satz: (Integrationsregeln)

3) Substitutionsregel:
Ist h : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig mit
Stammfunktion F(z), so gilt:

[ 1IN @) dt = F(r(t))

Bei bestimmten Integralen erhalten wir demnach:
b h(b)

[ ®a = [ f@)do
a h(a)

= F(h(b)) — F(h(a))
Beweis: 1): Integration ist linearer Operator, 2): Produktregel,
3): Kettenregel.
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Beispiele:

1)  Wir berechnen (Linearitat):
/(28:1:3—|— 1222 — 20 4+ 3)de = Ta* + 423 — 22 + 32+ C
2) Partielle Integration:

/xemdx = xem—/emdx

(x —1)e*+C

3) Partielle Integration:

/Inxda: = /1-Inmdm

1
x-lﬂx—/x-—dw
T

= z(lnz—-1)+C
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Beispiele:

4) Partielle Integration:
/siandac = /sinx-sinxdx
= sinx(— COSa:)—I—/COSde:U
= —sinxc05x+/(1—sin2x)da:
= 2/sin2xd:c = —sinzcosxz+z+C

1
= /siandac = 5(gzz—sinav:c059c)+C’
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Beispiele:
5)  Substitution x = h(t) = acost beim Integral

a > 0
/ (1 - (E> dx = /\/1 — cos?t(—asint) dt
“a a v
dex = —asintdt h(0) =a h(r) = —a

a 0
/\/1 — (g)Qda: /\/1 — cos?t (—asint) dt
—a s
™
= a/sithdt
0

denn

aT
= a(t —sintcost)|j = By
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6) Substitution =z = h(t) = ¢2,¢ > 0 beim Integral
/eﬁdaz = /etQtdt
denn
n(t) = 2t
Daraus folgt:
/eﬁda: = /etQtdt
= 2(t—1De+C
= 2(Vz—1)eV? 4+
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Wichtige Beobachtung:

Nicht jedes Integral |adt sich explizit I6sen,
d.h. die Stammfunktion ist nicht immer durch elementare Funktionen

darstellbar.
Beispiele:

7 sint

Si(z) = / Tdt (Integralsinus)

X

2 ) ,

erf(x) = 7/6 dt (Fehlerfunktion)
7TO
y 1

E(x, k) = /(1 — k2sin?t)*2 dt (Elliptische Integrale)

0
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar und p(x) > O,
a < z < b. Dann existiert ein £ € [a, b] mit

b b
[ 1@p@) de = @) [ p(a) do
Beweis: Da f(x) stetigund p(x) > 0 folgt:
min(fla,b]) - p(z) < f(z)p(z) < max(fla,d]) - p(z)
Integration liefert:
b b b
min(fla,4]) - [ p(e)dz < [ f(@)p(x) dz < max(fla,b]) - [ p() da

Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fur stetige Funktionen.
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Bemerkung:

Flr den Spezialfall p(x) = 1 gibt es damit ein £ € [a, b] mit

b
[ 1@ de=F© - - a)
Schreibt man diese Beziehung als
F(b) — F(a) = F'(€)(b—a)

mit der Stammfunktion F'(x), so folgt

F(b) — F(a)
b—a
Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F'(x).

J¢ea,d]  F(O=
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Bemerkung: Taylor—Entwicklung mittels partieller Integration:

[@) = f@o) = [FWd= [@-0°r W)
o o

= (@ - 20)/(w0) + [ (@~ " (t) dt
o

n_ (k) 1 7
= x> B ARl R LI OF
- J

Restgliedformel nach Lagrange aus Mittelwertsatz:

i i _ n\ne(n+1) _ 1 (n+1) . n+1
o x{(az )" f (t)dt = R f (€)(z — z0)
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8.4 Integration rationaler Funktionen
Rationale Funktionen

R@) =P p@) = 3 quat, q@) = 3 bt
q(x) k=0 k=0

Integration erfolgt Uber die

Partialbruch—-Zerlegung

einer rationalen Funktion.
Ansatz:

R(z) = pi(z)+ 3 !(xa_jlxj) + e fjjj)Q +...+ (x%zj)kj]

Jj=1 J

Y517 + 051

@—ap? 02t T

no
+ >

Jj=ni1+1

((x — a;)? + 031"
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8.4 Integration rationaler Funktionen
Rationale Funktionen

R@) =" p@) =3 aet, q@) = Y bt
q(z) k=0 k=0

Integration erfolgt Uber die

Partialbruch—-Zerlegung

einer rationalen Funktion.
Ansatz:

e o Uk
R(z) = + e e R Y
"yj]_.I' + 6]1

a0z T

no
+ >

j=ni1+1

[(z — a;)? + b2]%
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Erlauterungen:

1) Wir haben angenommen, dass p(x) und g(x) keine gemeinsamen
Nullstellen besitzen.

2) Das Polynom p1 () tritt nur auf, falls
deg p > deg ¢
In diesem Fall berechnet man p4 (z) mittels Polynomdivision.

3) Bei der verbleibenden rationalen Funktion

po(x)

q2(x)
besitzt der Nenner g» ()

= R(z) — p1(z)

e die reellen Nullstellen T mit Vielfachheit k;

o die komplexen Nullstellen z; = a; + 1b; mit Vielfachheit k;

e und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;
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Ansatz:

o o ik
A _ n J + J +.. 4+ —
() = p1(x) ];1 [(x —xj)  (z—x))? (z - xj)kj]

V1% + 91
[(z — a;) + 03]

[(z —aj)2 + 21"

no
+ >

j=ni1+1

+ ...+

I

Parameter, die berechnet werden miussen
aj;, Jj=1,...,n1,1=1,...,k;
Yii, J=ni1+1l,...npl=1,...,k;
dj;, J=mn1+1,...,no,l=1,...,k;

Dies erfolgt Uber Koeffizientenvergleich,
d.h. die rechte Seite wird auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel: Wir betrachten die rationale Funktion

l1—=x
h(z) = x2(x2 +1)
Ansatz:
_ a1, mrtoy
R(z) = x +a:2+ 241

= 1l-z = z(2°+ 1ai + (2% + 1)an + (112 + 61)
Ausmultiplizieren:
1—2= (a1 +71)2° + (a2 + 51)2° + a1z + ap
Koeffizientenvergleich:
a1 +v1=0, ar+d46 1 =0, a1=-1, ar=1
Partialbruchzerlegung:
r—1

R@)=—+ 5+ 5
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Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:
1) Polynome:

— Ck_k+1
/chx de = kzok_l_l +C

2) Inverse Potenzen:

In|z —zq| + C =1

/ N 1 1 L
(x — xq) 1—l'(a:—a;0)l—1+c C 1=2,3,...

3) Inverse Quadrate:

/(t2 i il (e
1 t
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Zunachst qilt:

1
1 :/ dt = arctant+ C
1 211 +

Herleitung einer Rekursionsformel fur [ > 1:
Mittels Substitution:

2t du 1 1
/mdt I A i R s R
1 1

1 @y te

Mittels partieller Integration:

_ 1 I = 2t
i = ey = ey =l eyt
1 1
T 20 -2+ 1T 2(1-) R
109
4) Wie Typ 3), aber Zahler linear:
cx +d ge — € 2(x —a) p
(@ —a)2+02 "~ 2/ [@—a)Z 462"
dx
Haten | oy
Erstes Integral:
2(x —a) ip = du
((w— a2+~
In|(z —a)? + b2+ C =1
= 1 1
e )l I
Zweites Integral:
/ dx 1 / dt mit = T —a
[(z — a)2 + b2]! T p2i-1 (t2 + 1)! b
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Beispiel: Wir betrachten wiederum die rationale Funktion

l1—=x
i) = A+ D)
m—l
N /R(:Jc)da: — —In|ac|———|—§In(x2-|—1)—arctanx—|—0
xr

Bemerkung: Substitution bei anderen Integralen:

1)

/R(ex) dr = /@dt
2)

1—t2  2¢ 2
R(cosz,sinz) d :/R , dt
/ (cosa,sinz) du (1—|—t2 1—|—t2>1—|—t2
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8.5 Uneigentliche Integrale
Integrale Uber unbeschrankte Bereiche
b

7Of($) dx, / f(z)dz, 7Of(a:) dx

—00

Integrale Uber unbeschrankte Funktionen mit Singularitaten am Rand

/f(gc) dz, f: (a,b] — R stetig, f: [a,b) — R stetig

Lokale Integrierbarkeit:

Definition: Eine Funktion f : D — R mit D C R heilt lokal integrier-
bar, falls sie tber jedem kompakten Intervall [a, b] C D integrierbar ist.

Ist f(x) lokal integrierbar, so kann man folgende Grenzwerte betrachten:
a — o0 b— o0
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Definition: Ist eine Funktion lokal integrierbar, so definiert man

Tf(x)dx = lim 7f(m)dx

b b
/f(gc)dm = lim_ /f(a:)dm

70f(ac)dx = /af(a:)dx—l—ff(a:)da:

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als
oo x
CHW /f(x)d:c:zwli_(rgo/f(a:)dx
— OO —X

und im Allgemeinen nicht identisch mit obigem Integral!
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Definition: Die Funktion f(x) seilokal integrierbar tiber (a, b] bzw. [a, b)
oder (a, b). Dann definiert man

b b
a/ f@)dz = lim, / f(z) da
b €T
[1@de = 1im [ f@)do

/bf(:c)da: = /cf(:c)da:—l—/bf(a:)d:c

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

CHW /bf(:n) dr .= gi%ﬁ_k (C/af(a:) dx + /b f(x) d:c)
a a ct+e
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Beispiel:

1) Wegen
1 1
1 : 1
/—dac= a—le‘_l—I_C «=
xOé
In|z| 4+ C Ca=1
konvergiert das uneigentliche Integral
o
1
/— dx
xa
1

fur « > 1 und divergiert fur o = 1.

2) Folgendes uneigentliche Integral besitzt den Wert 1:

0.0}
/ |J;|e_gc2 dz
— 00
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Satz: (Konvergenzkriterien)

Sei f : [a,0) — R lokal integrierbar.

oo
1) Das uneigentliche Integral [ f(z) dx existiert genau dann, wenn gilt
a

z2
Ve>0:3C>a : Vo, 20>C : /f(:z:)da: <e
21

2) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h. das uneigentli-
o o
che Integral [ |f(x)|dx konvergiert, so konvergiert auch | f(x) dx.
a a
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Satz: (Konvergenzkriterien)

3) Majorantenkriterium

Ve @ |f(x)| <g(z) A /g(x) dx konvergent

oo
= /f(a;)da: absolut konvergent
a

4) Weiter gilt folgende Umkehrung:

Ve : 0<g(x) < f(x) A /g(:c) dx divergent

o
= /f(x)d;c divergent
a
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Beispiele:

1) Das sogenannte Dirichlet—Integral

o0

sint
[= /—dt
t
0
ist konvergent:
2o | z2
sint COSt , Ccost
et =2t et
21 21
und damit
z2 . z2
sint 1 1 1 2
/—dt §—+—+/—2dt:——>o (21 — o0)
4 t zq z22 4 t z1

Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert 7 /2.
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Beispiele:
2) Das Exponentialintegral

Ei(z) := / %tdt (z < 0)

ist fur alle z < O absolut konvergent.
3) Die Gamma—Funktion I" : (0, co) — R wird definiert durch

o
M(x) := /e_ttx_ldt
0
Die Gamma-Funktion erfullt die Funktionalgleichung
MNMax+1) =zl (x) x>0
und es qilt
NMn)=(mn-1)! VneN
119

8.6 Parameterabhangige Integrale
Beispiel: Die Gamma—Funktion von der letzten Folie

oo

0
M(z) = /f(ac,t) dt = /e_ttm_ldt
0 0
Zunachst: Parameterabhangige eigentliche Integrale
Sei f: I X [a,b] — R, I C R, sodass f fir festes x € I als Funktion von
y integrierbar Uber [a, b] ist:

b
F(2) = [ f(,y)dy

Fragen:
1) Ist die Funktion F'(x) stetig, wenn f(x,y) stetig ist?

2) Ist die Funktion F'(x) differenzierbar, wenn f(z,y) nach der Varia-
blen x differenzierbar ist?
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Satz: (Stetigkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f(x,vy) stetig auf I x [a, b], so existiert das Integral

b
F(2) = [ f(,y)dy

fir alle x € I, und F'(x) ist stetig auf I.

Satz: (Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f(x,y) stetig und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so ist auch
F(x) auf dem Intervall stetig differenzierbar (mit eventuell einseitigen Ab-
leitungen an den Randern von I), und es gilt:

b
F@) = [ @)y
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Beispiel:
1)
F(z) = / Si”im) it = Fl(z)= / cos(tz) dt
1 1

2) Die Bessel-Funktion:

T

In(xz) = 71T /cos(ac sint — nt) dt (neZ)

™
1
J(x) = -~ /sin t-sin(zsint — nt) dt
T
Die Bessel-Funktion J, (x) erflllt die Differentialgleichung
22y (z) + 21/ (z) + (2° = n?)y(z) =0
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Parameterabhangige uneigentliche Integrale:

F(a):= [ f(o,y)dy

Beispiel: Die Gamma—Funktion von oben
0
M(z) ;= /e_ttm_ldt
0
Definition:
Das Integral (}Of(x,y) dy, x € I heillt gleichmaBig konvergent, falls es

a
zu £ > 0 eine Konstante C' > a gibt, sodass gilt:
Y2
Veel : Vy,y2 2 C : /f(x,y) dy <e
Y1
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Bemerkung: Majorantenkriterium:

oo
Vozel : H@wﬂég@)A/ﬁ@ﬁ@ konvergent
Qa

O
= /f(a:, y)dy, x € I gleichmalig konvergent.
a
Das uneigentliche Integral

701‘(517, y) dy

konvergiert gleichmafig (und absolut), falls f(x, y) eine gleichmaRige Ma-
jorante besitzt.
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Satz: Ist f(x,y) stetig, nach x stetig (partiell) differenzierbar und sind
die Integrale

O ooa
/f(:v,y)dy und /a—i(az,y)dy

auf kompakten Teilmengen von I gleichmaRg konvergent, so ist auch F'(x)
stetig differenzierbar, und die Ableitung laldt sich durch Differentiation unter
dem Integralzeichen gewinnen:

oo

F@) = [ % @)y

Beispiel:
0 0
M(z) = /e—tt%‘—l dt = [(z):= /e—ttﬂf—l Intdt
0 0
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9 Anwendungen der Integralrechnung

9.1 Rotationskorper

Betrachte einen Funktionsgraphen y = f(x), der um die z—Achse rotiert:
Far die Querschnittsflache gilt

Q) = =(f(2))?

Damit ergibt sich die Volumenformel:

b
Viw =7 [ (f(2))? da

Prinzip von Cavalieri: Haben zwei Korper die gleiche Querschnittsflache,
so sind ihre Volumina gleich.
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Beispiel: Durch die Rotation der Ellipse

2 2
Xz Yy .

um die x—Achse erhalt man ein Rotationsellipsoid mit dem Volumen

b\/1<z>2r dz
— 7rb2/: (1— G)z) dz

4
= _rab?
3

a

Viot = 77/

—a

Volumen einer Kugel: FUr a = b = r ergibt sich

4 3
VKugel = 57"'7“
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Oberflache eines Rotationskorpers:

b
Orot =27 [ y(@)y/1+ (¥ (2))? da

Beispiel:

Far die Oberflache einer Kugel gilt mit

y=f(@)=r2-a?

die Formel

,
OKugel = 2T / Vr? — 22
—-Tr

,
xr = 27r / dr = 4mr?

r
Y
c—— o
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9.2 Kurven und Bogenlange
Definition:
1) Eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R"™ heil3t eine Kurve im R" (auch
Parameterdarstellung einer Kurve).

c(a) heildt der Anfangspunkt, c¢(b) der Endpunkt der Kurve c.
Eine Kurve heil3t geschlossen, falls c(a) = c(b).

2) Ist die Abbildung ¢ : [a,b] — R™ eine C1-Abbildung, d.h., ist jede
Koordinatenfunktion c;(t) von ¢ = (cy,...,cyn) stetig differenzierbar,
so heilt ¢(t) eine C1—Kurve.

c(t) heilt stiickweise C'1-Kurve, falls es eine Zerlegung a = tg <
t1 < ... <tm = bgibt, sodass c(t) auf jedem Teilintervall [t;,¢; 1]
eine C'1-Funktion ist.

3) Eine C'1-Kurve ¢ heilt glatt, falls

Vi€ [a,b] ¢t) = (c1(t),...,cen(t))T £ 0.
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Beispiele:
1) Die Kurve
c(t) := (cost,sint)l  te[0,2n]
beschreibt einen Kreis im R2.
2) Die Kurve
c(t) = (rt —asint,r —acost)

beschreibt eine Zykloide.
Wegen

¢(t) = (r — acost,asint)’

ist die Kurve im Fall r = a an den Stellen t = 2xk, k € Z, nicht glatt!
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Beispiele:
3) Die Kurve
c(t) = (rcos(2rt),rsin(2nt), ht)T  teR

beschreibt eine Schraubenlinie mit Radius » > 0 und Ganghohe h.

Ist ¢ : [a,b] — R"™ eine Kurve und h : [a, 3] — [a, b] eine stetige, bijektive
und monoton wachsende Abbildung, so hat die neue Kurve

c(r) =c(h(r)), a<7T<p

die gleiche Gestalt und gleichen Durchlaufsinn wie die Kurve c:

Parameterwechsel oder Umparametrisierung
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Bemerkung:

1) Kurven, die durch Parameterwechsel auseinander hervorgehen, wer-
den als gleich angesehen.

2) Im Fall einer Cl-Kurve werden entsprechend nur Cl-
Parameterwechsel zugelassen.

3) Jede stetige Funktion y = f(x), a < z < b lalt sich als eine Kurve
auffassen:

c(z) = (z, f(@))"  a<az<b

beziwehungsweise

c(t) = (a+tb—a), fla+tb-—a))T 0<t<1
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Bogenlange einer Kurve

Sei Z ={a=1tg<t1...<tm = b} eine Zerlegung von [a, b]:

m—1
L(Z) = ) |le(tjt1) — c(t))]]
=0

ist eine untere Schranke fiir die Bogenlange der Kurve c(t).

Definition: Istdie Menge {L(Z) : Z € Z[a, b]} nach oben beschrankt,
so heil’t die Kurve c rektifizierbar, und

L(c) :=sup{L(Z) : Z € Z[a,b]} = L(Z)}

lim
1Z][—0
ist die Lange der Kurve c.
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Satz: Jede C'l1-Kurve ist rektifizierbar und es gilt:

b
L() = [l dt

Beweisidee: Zunachst gilt die Darstellung

m—1 n
L(Z)=)_ J S (ep(tjp1) — ep(t)))?

j=0 \ k=1
und nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen Th; mit ¢; < Th; < tj41,
sodass
ck(tj41) — cx(ty) = cp(mi,) - (41 — 1))
Daraus folgt

m—1 n
Lz)y=Y (J Z(%(rkj))%m—tj))

j=0 k=1
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Bogenlange approximiert durch Riemansche Summe:
m—1 n 5
R(Z)= ) J > (R (tjg1 — t5)
=0 k=1
Zeigen nun mit Hilfe gleichmaRiger Stetigkeit von ¢, dass fur || Z|| — 0 gilt:

|L(Z) — R(Z)| — O

Weiter gilt:

m—1 n
R(Z) = ) JZ(%(%))Q (tjg1 —t5)

J/

BOY

b
= L) = [l
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Beispiel: Lange eines Zykloidenbogens
c(t) = (r(t —sint),r(1 —cost))T, 0<t<2n
Man berechnet:

¢(t) = (r(1—cost),rsint))’
le(®)|| = r\/(l—cost)2+sin2t=2rsin%
2T "
L(c) = 2r/Sin§dt=8r
0

Bemerkung: Die Bogenldnge einer C'1—Kurve ist unabhangig von der
Parametrisierung:

s g b
L(eoh) = [ ()W (Dl dr = [ ()W () dr = [ 1|l dt = L(e
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Definition:

1) Sei ¢ : [a,b] — R eine C1—Kurve. Die Funktion

4
@) = [ el dr

heil’t die Bogenlangenfunktion von c.

2) Ist ¢ eine glatte C1—Kurve, so ist S : [a,b] — [0, L(c)] ein C1-
Parameterwechsel.
Die Umkehrabbildung t = S—1(s), 0 < s < L(c), ist dann ebenfalls
ein C'1-Parameterwechsel.
Die entsprechende Parametrisierung

&(s) = c(S7H(s)), 0<s<L(e)

von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlange.
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Bemerkung:

1) Die Ableitung von ¢(s) ist gegeben durch
1

cl(s) = ¢ _13 .
() = 520D a1y

Daher ist ¢/(s) ist ein Einheitsvektor, i.e. die Parametrisierung ist
derart, dass die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen
wird.

Gleichzeitig ist ¢/(s) der Einheitstangentenvektor.

2) Aus ((¢’(s),c¢’(s)) = 1 folgt durch Differentiation
(@"(s),¢'(s)) =0

i.e. der Beschleunigungsvektor ¢”/(s) beziglich der Bogenlange
steht senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor.
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Bemerkung:
3) Man bezeichnet den Vektor

_ )
") = o]

als den Hauptnormalenvektor der Kurve c.
4) Die Funktion x(s) definiert durch
k(s) :=g"(s)|l, 0<s<L(c)

nennt man die Krimmung der Kurve c.

Beispiel: Parametrisierung des Kreises nach der Bogenlange:

c¢(s) = (coss,sins), 0<s<2r
n(s) = &"(s) = —(coss,sins)
k(s) = 1
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Beispiele:
1) Funktionsgraph y = y(z) im R?: ¢(z) = (z,y(z))T

@) = (L,y'@)"

ds = \/1 + (y/(z))?dz  (Bogenlangenelement)

b
L) = [Vi+ @) de

ly" ()|
3
(Vi+ @ @)?)
2) Polarkoordinaten im R2: r = r(t), ¢ = ¢(¢)

b
o(t) = (rcosé,rsing)!.  L(c) = /\/7%2 4 1242 dt

k(x) =
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Beispiele:
3) Herzlinie oder Kardiode in Polarkoordinaten
r=a(l+cos¢), a>00<¢<2r
Fur den Umfang = Bogenlange gilt:

27 2T
L(c) = / Va2sin2 ¢ + a2(1 + cos ¢)2 dp = 2a / ‘cosg‘ dp = 8a
0 0
Satz: Fir die von einer Kurve im R? iiberstrichene Fléche gilt:
1 b
F(e) = 5 [ @®i@) - &(Dy(®)) at
a
Beweisidee: Berechne Flache der Teildreiecke

1 1
|F;| = §||C(ti) X c(tiy1)| = 5(%’%4—1 — Xi41Yi)
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Summation uber Teildreiecke:

1 m—l
F(Z) = 5 > (xyig1 — Tit1Y5)
i=0

1 m—1

1S~ il = Tit1¥i
1
2= lti+1—

1 m=1 4 U T4 — T
S (96@ Yitl —Yi  Titl zyi> At
2 /25 tiv1— bt tip1—

Zugehorige Riemannsche Summe:

1 m—1
R(Z) = 5 > (wyi — Tiy;) A
=0
Im Grenzwert || Z|| — O gilt wiederum |F'(Z) — R(Z)| — 0 und man erhalt
die angegebene Formel.
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Beispiel: Die Archimedische Spirale in Polarkoordinaten:

r=a¢pCOSp, y=apsSing, a>0,¢ecR
Berechnung des Umfangs und der Flache der innersten Schleife:

/2
L(c) = / Va2 + a2¢2 do

—7/2

- SR T

~ 4.158a

und
1 /2 5 /2
F=2 /r2d¢=% / ¢2 db ~ 1.292a>

—7/2 —m/2
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9.3 Kurvenintegrale

Definition: Gegebensei D C R", f : D — R stetig, ¢ : [a,b] — D eine
stiickweise C'1—Kurve.

Dann wird des Kurvenintegral (Linienintegral) 1. Art von f(z) langs c
definiert durch

b
[ f@ds = [ f(e@) e at
C a
Fur eine geschlossene Kurve schreibt man auch

jécf(s) ds

Satz: Das Kurvenintegral 1. Art ist unabhangig von der Parametrisierung
der betrachteten Kurve.
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Beispiel:
1) Krummliniger mit Masse belegter Draht:

b
[ p@@)ds == [ p(e(®)) el dt

Gesamtmasse des Drahtes bei inhomogener Belegung p(x).

2) Der Schwerpunkt des Drahtes liegt bei
J p(z)zds
C

- gp(x) ds

3) Das Tragheitsmoment des Drahtes ist gegeben durch

0 = /p(w)rQ(x) ds

s

wobei r(x) der Abstand von der Drehachse ist.
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Kapitel 10: Periodische Funktionen, Fourier-Reihen

10.1 Grundlegende Begriffe
Periodische Funktionen

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heif3t periodisch
mit der Periode T, falls fur alle t € R gilt:

f&+T) = f(t)

Hauptresultat dieses Kapitels:
Entwicklung einer periodischen Funktion in eine Fourier—Reihe

F(t) = %0 + f: [ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)
Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k = 2,3,...
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Bemerkungen:

1) Ist T" eine Periode von f(t), so auch kT, k € Z, eine Periode.
Sind T4 und T» Perioden, so ist auch k1T + k>15, k1, k> € Z, eine
Periode.
Man sagt: Die Menge aller Perioden bildet einen Z—Modul.

2) Existiert eine kleinste positive Periode T' > 0, so ist die Menge der
Perioden gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion besitzt eine solche kleinste Periode.

3) Sind f(t) und g(t) T—periodisch, so ist auch «.f + Bg T—periodisch.
4) Ist f(t) T—periodisch und integrierbar (iber kompakten Intervallen),
so gilt fur beliebige a € R:
a+T

/Tf(t) dt = / F(8) dt
0]

a
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Definition: Eine Funktion g(¢), t € [0,T] bzw. t € [0,T/2] l1aBt sich zu
einer T—periodischen Funktion f : R — R fortsetzen. Gebrauchlich sind
dabei die folgenden Vorgehensweisen:

1) Direkte Fortsetzung:
f@t) =gt —kT), kT <t<(k+ 1T
2) Gerade Fortsetzung: Sei g(t) auf [0, T /2] gegeben:

() = g(t — kT), <2k2_ 1) T<t< <2kz+ 1) T

wobei g zunachst an der y—Achse gespiegelt wird:

T
9(t) == g(=t), —5=t<0
3) Ungerade Fortsetzung: Wie bei 2), aber Spiegelung am Ursprung:
T
g(t) == —g(—1), 5, St<0
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Definition:
1) Eine Reihe der Form

F(t) = %0 + i [ag cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1

mit ay, b, € R/C heilt Fourier-Reihe (oder trigonometrische Rei-

2
he); dabeiseiw = % > 0.

2) Die zugehorigen Partialsummen

Falt) = “2—0 + i [a), cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1

heillen trigonometrische Polynome.
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Komplexe Schreibweise der Fourier—Reihe:
Formel von Euler

e = cosx +isinx

Damit gilt:
cosr = % (eix + e_ix>
sinex = 212 (eix — e_m)

Trigonometrische Polynome:

) = Y ettt

k=-—n

Fourier—Reihe:

n

T tkwt

f)y = lim > e
n

k=—
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Umrechnung der Koeffizienten a;., b, und ~,.:

fa(t) = “2—0+ i[akcos(kwt)—kbksin(kwt)]

k=1
a0 | ~=~ [k [ kot kwt\ | Ok [ ikwt hwt
— 20 Zk (gikw e~ thw _ezw_e—zw}
P G )
_ ag ar — Wby pwr | ag T+ ibg —z‘kwt]
=51 k§1 o ¢ T
n
— Z ~ ezkwt
=—n
Damit ergibt sich:
1 1 1
70 =500 V= E(ak —ibg) Y- = 5(% + iby,)

apg =27 ar =" +7-r bp=1i(vp —v_k)
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Satz:
, 2
1) Die Funktionen e?*“t k € Z, w = % bilden ein Orthonormalsystem
bezuglich des Skalarprodukts:

T
1
(u,v) 1= —/u(t)v(t) dt
T
0
2) Konvergiert die Fourier—Reihe

n
||m Z 'YkeZkWt

n—oo
—-n

auf [0, T'] gleichmaBig gegen eine Funktion f(t), so ist diese stetig
und es gilt:

T
1 .
= ?/f(t)e_’km dt, keZ
0
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Bemerkung:

1) Reelle Orthogonalitatsrelationen:

T 0 D k£EIL
/cos(kwt) cos(lwt) dt = T/2 @ k=1%#0
5 T = k=1=0

0 : k#£l

sin(kwt) sin(lwt) dt = {T/Q C k=1%#£0

O\H

T
/sin(kwt) cos(lwt)dt = O
0
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Bemerkung:
2) Reelle Fourier—Koeffizienten:

T
2
g = ?/f(t) cos(kwt)dt k>0
0

T
2
b, = ?/f(t) sin(kwt) dt, k>0
0]

10.2 Fourier—Reihen
Definition:

1) Eine Funktion f : [a,b] — C heilt stiickweise stetig bzw. stiick-
weise stetig differenzierbar, falls f(¢) bis auf endlich viele Stellen
tg < t1 < ... < tm in [a,b] stetig bzw. stetig differenzierbar ist und
in diesen Ausnahmepunkten die einseitigen Grenzwerte vn f(¢) und
f!(t) existieren.
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Definition: (Fortsetzung)

2) Fir eine stiickweise stetige Funktion f : [0,7] — C werden die
Fourier—Koeffizienten von f(t¢) definiert durch:

T

e = %/f(t)e_ik”tdt,k €7
0
T

Gy = ;/f(t) cos(kwt) dt k> 0
0
T

by = %/f(t) sin(kwt) dt, k>0
0

Dabei ist w = 27 /T die Kreisfrequenz.
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Definition: (Fortsetzung)
3) Die mit den obigen Koeffizienten gebildete Reihe

0

Oo .
Fr)y= > %ezkwtz‘;%r [ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=—00 k=1

heifl3t die Fourier—-Reihe von f(t).

Bei der Definition verwendet man die direkte Fortsetzung der Funktion
f :[0,T] — C zu einer T—periodischen Funktion.

Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T—periodische Funktion.
. T/2
f(t) gerade = aj = / F(t) cos(kwt)dt A b, =0

T/2
f(t)ungerade = ap, =0 A b, = % / f(t) sin(kwt) dt
0
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion:

0 . t=0,t =27
=< 1
S() 5(7?—75) P 0<t< 27

Die Funktion ist ungerade, also gilt (beachte w = 1):

T —t

2

T

2 1

a=0 A bk:;/ sin(kt) dt =
0

Damit lautet die Fourier—Reihe:
sin(2t) . sin(3t)

S(t) ~sint + 5 + 3 + ...
Approximation der Sagezahnfunktion durch 10. Partialsumme
10
sin(kt)
S10(t) = )
=1 K
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Beispiel: Die Rechteckschwingung:
O @ t=0,t=m,t=2nm

R(t) := 1 : 0<t<m
-1  7n<t<2nr

Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ap = O

> 7 O : kgerade
Ok - 0/ sin(kt) dt .+ kungerade

7T
Die Fourier—Reihe lautet daher:

R(t) ~ % <si;1t n sin;3t) n siné5t) . )
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Beispiel: Sei f(t) = t2, —7 < t < = mit 2r—periodischer Fortsetzung.

Die Funktion ist gerade, damit folgt

akzﬂ/t cos(kt) dt = 3k4 |
0 (—1)]?2  k=1,2,...
Damit ergibt sich als Fourier—Reihe
m? 4cost  4cos(2t) +

JO~ 3 =12 22
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Rechenregeln fiir Fourier—Reihen:
f,g : R — C stickweise stetig, T—periodisch mit

Oo . OO .
F) ~ Y et gt) ~ S ikt

k=—0c0 k=—00

1) Linearitat

af(t) + Bg(t) ~ Z (v + B5k)eikwt

k=—o0
2) Konjugation
—_— OO .
F@ ~ > F_pe™
k=—o0

3) Zeitumkehr

©.¢)
FD) ~ 3 e
k=—o
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Rechenregeln fur Fourier-Reihen: (Fortsetzung)

4) Streckung

flet) ~ 30 ettt

k=—o0
5) Verschiebung

f(t+a) ~ i (,ykeikwa> eikwt’ acR

k=—o0

00
emwtf(t) ~ Z ,yk_nezk:wt, nez

k=—o0
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Rechenregeln fur Fourier—-Reihen: (Fortsetzung)

6) Ableitung
Ist f(t) stetig und stlickweise differenzierbar, so gilt:

m .
@) ~ 3 (ikwyy)e!
k=—0o0
o
= Y wk(b,cos(kwt) — ay sin(kwt))
k=1
7) Integration
Gilt ag = vo = J& f(t)dt = 0, so folgt:

= [ by, ap .
> (— cos(kwt) — =2 sm(kwt))
=1 kw kw

t 1 T
O/f(T)dTw—?o/tf(t)dt—
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : R — C T—periodisch, stlickweise stetig differenzierbar.
Betrachte die zugehorige Fourier—Reihe

Fp(t) = %0 + i (ay, cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

1) Die Reihe konvergiert punktweise und fur alle t € R gilt:
1 _
Fy(t) = - (F6T) 4+ £(t7)

2) In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmalig.

Bemerkung:

Stetigkeit von f(t) reicht fir die Konvergenz der Fourier—Reihe nicht aus.
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion

0 L t=0,t=27
S(t):=<¢1

E(W—t) P 0<t< 27

Fehlerfunktion: Definierefur0O <t < 2«

sin(2t) T sin(nt)
2 n

R (t) := %(t _ ) +sint+
Es gilt:
sin [(n + %)t]

1+2cost+ ...+ 2cos(nt) = sin(t/2)

Integration:

tsin [(n + %)t] , sin(2t) sin(nt)
/ /2 dt = (t — ) + 2sint + 2 SR
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Daraus folgt:

tsin{(n—k%)t]
Fn(t) = 7T/ 2sin(t/2)

pI  —Cos|(n+ 3t 1 1.\ d 1
= @n+D)sin(t/2) T ont1 W/COS ((n + 2)T> dr <Sin(7-/2)

dt

MWS —COS [(n + %)t] cos [(n + %)ﬂ 1 .
(2n + 1) sin(t/2) (2n + 1) (sin(t/2) N )

und daher
2

Fn(Ol < o Ty sin(e/2)
Istt € (0, 27) fest, so gilt:

|Rn(t)| — O t — o0
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Satz: (Approximationsgiite)

1) Approximation im quadratischen Mittel

Sei f : R — C eine T—periodische, stickweise stetige Funktion, und
seien

n
Sn(t) 1= “2—0 + 3 (aj, cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1
die Partialsummen der zugehorigen Fourier—Reihen.
Fir den Teilraum von C'(RR) der trigonometrischen Polynome

V2
mit dem Skalarprodukt

1
Ty, := Spann {—,cos(wt), ..., cos(nwt),sin(wt), ... ,sin(nwt)}

T

2
(u,v) = T/u(t)v(t) dt

0
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Satz: (Fortsetzung)

1) gilt dann
VoeTn @ |If = Sall <IIf =4l

d.h. S, (t) ist von allen Funktionen aus dem Teilraum T;, die beste
Approximation von f(t) im quadratischen Mittel.

2) Es gilt die Besselsche Ungleichung

la

o S qal? 102 < 2 [ 11 Par
2 = T/

Hieraus folgt insbesondere die Konvergenz der Reihen

oo (0. @]
S lap® und ST jbgl?
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Satz: (Fortsetzung)
2) und damit auch (Riemannsches Lemma)
lim und  lim |b
Jim|ay| Jim ||
Bemerkung:

Unter geeigneten Bedingungen an f : R — R /C lassen sich die Koeffizi-
enten ~;, der Fourier—Reihe abschatzen:

C
|Vl SW’ k==x1,%£2,...

Beispiel: Rechteckschwingung

4 (sint  sin(3t) , sin(5t)
Fe(t) = — e
=" ( Nt s | G
Die Koeffizienten ;. konvergieren mit 1 /k gegen Null!
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Bemerkung: Furn — oo gehtdie Besselsche Ungleichung in Gleichheit
uber, i.e.

la

ol | & 2 2y _ 2 r 2
+ 3 P+ s = = [ 172 at
2 r=1 T
= 0
Diese Beziehung nennt man die Parsevalsche Gleichung.

Beispiel: Wieder Rechteckschwingung
Es gilt

T
2 2 .
?!um|w—2

unddaa, =0,k =0,1,...

e 16/1 , 1 1
=51+t )= o =2
k;""l 21ttt 2 8
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10.3 Numerische Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Numerische Quadratur
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Kapitel 11: Numerische Quadratur

Zu berechnen sei ein bestimmtes Integral

b
I=11f1= [ (@) de

Berechnung Uber Stammfunktion nicht moglich:  Fehlerfunktion
Numerische Quadratur

In[f] = i gif(xz;) Quadraturformel
1=0

1) Knoten
z; € [a,b], 1=0,1,...,n
2) Gewichte
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11.1 Newton—-Cotes Formeln

Interpolationspolynom fir z; € [a,b], 7= 0,1,...,n und integriere
b
Llfl = [ po@)da
a
n n T — T,
(@) = Y L@ @), L) = [[ —2L
i=0 j=0,57i Tt~ ¥

Quadraturformel

b n
Wil = [ pa(@)de =3 gif (@)
a =0

mit Gewichten

b
g = / li(z) dz
a
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Trapezregel:
Wahle n = 1, xg = a und x1 = b. Damit gilt

T T

L f@+ )

a — b—a

Berechne die beiden Gewichte gg und g1:

p1(x) =

b
o = [F etz

a—2>b 2
a
b
/x—ad b—a
e r =
91 ab—a 2

Daraus folgt die Trapezregel.:

b—

1]~ Ll =757 (f(a) + 1)
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Simpsonregel:

R b
Wahlen =2, xg = a, z1 = ta

und zo = b. Damit berechnet man die
Gewichte

b—a

b
0 = [lo@@)ds=
a

b
0 = [h@dr=20-a

b—a

b
g2 = /12(33)6133:
a

Daraus folgt die Simpsonregel.:

b+ a
2

M =~ Bl =22 (f@ + 47 (F52) + 1)
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3/8-Regel:

I5[f] = b;a (f(a) +3f (a+ b;a) 43y <a+2(b;“)> +f(b)>
Milne—Regel:
b—a b—a b—a
L) = 2t (75@ +32f (a4 20 127 (a4 2700
+ 32f (a +30 p “)> + 7f(b)>
Satz:

Die Newton—Cotes—Formel I,,[ f] integriert Polynome vom Grad < n exakt.
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Zusammengesetzte Newton—Cotes—Formeln:

Hohere Genauigkeit durch Unterteilung des Intervalls [a, b]
Gegeben sei die aquidistante Unterteilung mit den Knoten
b—a
N
Verwende auf jedem Teilintervall Quadraturformel der Ordnung n.

x;=a-+1th, :=0,1,....N, h=

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel

N-1

T = Y 2(fG@) + f(ign)

1=0

h(@+f<a+h>+...+f<b—h>+

@)
2
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Beispiel: Zusammengesetzte Simpsonregel

N-1 i+
S =Y S(f@) +4f (— e

1=0

— Z(f(a)—|—4f(a—|—h/2)—|—2f(a—|—h)—|—...

+2f(b—h) +4f(b—h/2) + f(b))

) + f(xi41)

Quadraturfehler der (zunachst einfachen) Newton—Cotes Formeln:

Abschatzung fir den Interpolationsfehler:

£ (2) — pn(z)| < |f(”+1)(£)|

1
(n +1)'£ [ b]
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Daraus folgt:

b b
JG@ =pa@)dz| < [1@) = pua)|do

(ot D1 euny L &
Beispiel: Trapezregel
bl 1 b 33
/ I (& — =) d:c:/(x—a)(b—a:)dxz(b @)
a |t=0 a 6

Wir erhalten also:

(b—a)? (2)
5 Em[%]v €3]

b
[ 1@ de—nin| <

178




Tabelle der Integrationsfehler:

Trapezregel: @ NP
Simpsonregel: % FA 0o
3/8-Regel: % N1 loo
Milneregel: ébes;;g)o? O oo

Bemerkung:

Man beachte die vergleichsweise hohere Genauigkeit der Simpson— und
Milneregel (n gerade!):

n=1:0b-0a)3 n=2:0-a)*"2n=3: (b-a)® n=4: (b—a)®"
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Fehlerabschatzungen bei zusammengesetzten Newton—Cotes Formeln

Beispiel: Zusammengesetzte Trapezregel
Es gilt:

b
h? 2)
a/ f(@)de = T(R)| < 7500 = )1 F Pl

Beweis:

b n—1 [ Fit+1 ‘
[1@de-T(R)| = | ¥ (/ f(x)d:c—l‘{[f])
a ] CC]

Tjt1

| 1@ de—HI1]

Lj

n—1

< X
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Beweis:

b n
[1@de -1 | =

_1 [ %i+1 ‘
> (/ f(a:)dxf{[f])
J

Ly
n—1 Zj4+1 '
< > [ f@de- i
J T
n—1 (x — .
< X NPl
J
<

3@
21215l

h2
— " (p— (2)
00 17
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Beispiel: Zusammengesetzte Simpsonregel
Es qilt:

(b —a)|F ¥l

b 4
a/ f(@)dz = S(h) | < 5o

Satz: (Konvergenz)

Die Funktion f : [a,b] — R sei hinreichend oft stetig differenzierbar.
Dann konvergieren die

zusammengesetzten Newton—Cotes Formeln

im Grenzwert h — 0 gegen das Integral

b
1= [ f(2)do
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11.2 GauB-Quadratur

Approximiere Integrale der Form

b
1111 = [w@)f@)d

durch die Quadratur
n

If1= > wif(x;)

i=0
mit einer speziellen Wahl von Stitzstellen x;.
GaulRsche Quadraturformeln mit
(n + 1) Punkten

integrieren Polynome vom Grad 2n + 1 exakt
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11.3 Extrapolation

Berechne Quadratur mittels Trapezregel

I[f] = T[h;]

fur verschiedene h;, i = 1, ..., k und interpoliere die Funktion
9(y) = Tly]
an den Stutzstelleny; = h;, i =1,..., k.

Extrapolation:

Werte das Interpolationspolynom an der Stelle y = O aus

184




