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10.2 Kurven und Bogenldange

Definition: Seic = (¢1,...,cn) : [a,b] — R™ eine stetige Funktion.

e Dann wird ¢ als Kurve im R™ bezeichnet; c(a) heiBt Anfangspunkt, c(b)
heift Endpunkt von c. ¢ heiBt geschlossene Kurve, falls c(a) = c(b).

e Fallsc:[a,b] — R™ eine C'-Funktion, d.h. jede Koordinatenfunktion c;(t)
ist stetig differenzierbar, so heiBt c(t) eine C'-Kurve.

o c(t) heiBt stiickweise C'-Kurve, falls es eine Zerlegung
a=to<t;]<...<tgp=D0
gibt, so dass c(t) auf jedem Teilintervall [t;,t;1] eine C 1_Funktion ist.

e Die Kurve c heiBt glatt, falls

%c(t) = ¢(t) = () (t),...,cl ()" #0 fiir alle t € [a, b].
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Beispiele:

e Die Kurve
c(t) := (cos(t),sin(t))’ t € [0, 27]

beschreibt einen Kreis im RZ.

e Die Kurve
c(t) = (r(t —sin(t)), r(1 — cos(t)) '

beschreibt eine Zykloide.
Wegen
¢(t) = (r(1 — cos(t)), rsin(t)) "

ist die Kurve an den Stellen t = 271k, k € Z, nicht glatt.

e Die Kurve
c(t) = (rcos(27t), rsin(2mt), ht) ! firteR

beschreibt eine Schraubenlinie (Helix) mit Radius r und Ganghdhe h.
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Umparametrisierung von Kurven.

Ist ¢ : [a,b] — R™ eine Kurve und h: [«, B] — [a, b] eine stetige, bijektive und
monoton wachsende Abbildung, so hat die Kurve

(c o h)(1) = c(h(T)) fir o <t <P
die gleiche Gestalt und den gleichen Durchlaufsinn wie die Kurve c.

Bemerkungen:

e Man nennt t = h(T) eine Umparametrisierung (Parameterwechsel).

Die Kurven ¢ und c o h werden als gleich angesehen.
e Im Fall einer C'-Kurve werden nur C'-Parameterwechsel zugelassen.
e Jede stetige Funktion y = f(x), a < x < b beschreibt eine Kurve mit

c(x) == (x,f(x))" fira<x<b

bzw. c(t) ;= (a+t(b—a),fla+t(b—a)))' fir0o<t<1.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE 142



ol KAPITEL 10: ANWENDUNGEN DER INTEGRALRECHNUNG TUHH

Die Bogenlange einer Kurve.

Sei Z={a=ty<ti...<ty =Db}eine Zerlegung von [a, b], so ist

L(Z):= lc(tj+1) —clt;)]|
i—0

eine untere Schranke fiir die Bogenléange der Kurve c(t).

Definition: /st die Menge {L(Z) : Z € Z[a, b]} nach oben beschrinkt, so heiBt
die Kurve c rektifizierbar, und in diesem Fall ist

L(c):=sup{lL(Z) : Z € Z[a,b]} = IIZIi”rn OL(Z)

die Léange der Kurve c. ]
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Berechnung der Bogenlinge einer C'-Kurve.

Satz: Jede C'-Kurve ist rektifizierbar, und es gilt

b
L(c) :j [&(1)] dt

a

Beweisidee: Zunachst gilt die Darstellung

m—1 n

Lz)=Y \ (cx(tj1) — cx(ty))?

j=0 \ k=1

und nach dem Mittelwertsatz gibt es Zahlen Ty, mit t; < Ty, < tj41, so dass

ckltjr1) —cx(ty) = i lmi,) - ((41 — 1),

somit

m—1 n

L(Z)=) \ (kT ))* - —t) ). W

j=0 k=1
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Beispiel.
Berechnen die Lange eines Zykloidenbogens
c(t) = (r(t —sin(t)), (1 — cos(t))) " fir 0 <t <2m
mit
¢(t) = (r(1—=cos(t)),rsin(t))’

r\/(1 — cos(t))? + sin?(t) = 2rsin(t/2)

o
(—|-

—
|

27t
Lic) = ZTJ sin(t/2) dt = 8r
0

Bemerkung: Die Bogenlinge einer C'—Kurve ist unabhingig von der
Parametrisierung, denn es gilt
b

& &
Licoh) = | Je(himn (e dr= | flethim)Win) de = | (o)) dt =L(c)
[]
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Die Bogenlingenfunktion einer C'-Kurve.

Definition: Sei c : [a,b] — R eine C'-Kurve.
e Die Funktion

S(4) == j [é(0)] dr

a

heiBt die Bogenlangenfunktion von c.
o Ist c glatt, soist S:[a,b] — [0,L(c)] ein C'-Parameterwechsel.

e Die Umkehrabbildungt =S~ "(s), 0 < s < L(c), ist dann ebenfalls ein
C'-Parameterwechsel.

e Die Parametrisierung
é(s) =c(S7'(s)) fiir 0 < s < L(c)

von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlénge. L]
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Eigenschaften der Bogenlangenparametrisierung.

Bemerkung: Fiir die Bogenlingenparametrisierung ¢(s) = c(S~'(s)) gilt:

e Die Ableitung von ¢(s) ist gegeben durch

| 1
[¢(S=1(s))]]

Daher ist ¢’(s) ist ein Einheitsvektor, d.h. mit dieser Parametrisierung
wird die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.
Weiterhin ist ¢’(s) der Einheitstangentenvektor von c.

¢'(s) =¢(S7'(s))

e Aus (¢'(s), ¢ (s)) =1 folgt durch Differentiation

124

(€ (s),&(s)) =0

d.h. der Beschleunigungsvektor ¢ (s) beziiglich der Bogenlinge steht
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢'(s).
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Hauptnormale und Krimmung.

Definition: Sei &(s) = c(S~'(s)) die Bogenlingenparametrisierung der Kurve c.

e Dann bezeichnet man den Vektor

_ ¢ (s)
M e
als den Hauptnormalenvektor von c.
e Die Funktion
k(s) == ||&" (s)]] fiir 0 <'s < L(c)
nennt man die Kriimmung von c. L]

Beispiel: Mit der Parametrisierung des Einheitskreises nach der Bogenlinge:

¢(s) = (cos(s),sin(s)) fur 0 <s <2m
n(s) = & (s)=—(cos(s),sin(s))
K(s) = 1
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Parametrisierungen von Funktionsgraphen.

Betrachte Graph von y = y(x) als Kurve im R?, d.h. ¢(x) = (x,y(x))". Dann:

c(x) = (1,y(x)T ds = 1+ ))? dx

Le) = [2T+yx)?adx K(x) = (\/1:3(922))2)3

Betrachte analog fiir y(x) und z(x) die Kurve c(x) = (x,y(x),z(x))" € R3:

c'(x) = (Ly'(x),z'(x)’

ds = \/1 + (y'(x))% + (2/(x))?% dx (Bogenléngenelement)

b
Lie) = | 1+ (/02 + () x
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Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten.

e Fiir die Polarkoordinaten r = r(t), @ = @(t) im R? gilt:

c(t) = (rcos(@),rsin(p))’ fira<t<b

b
Lc) = J V2 4122 dt.

a

e Fiir die Kugelkoordinaten r = 7(t), @ = @ (1), = P(t) im R gilt:

c(t) = (rcos(¢)cos(V),rsin(@)cos(),rsin(P))’ fira<t<b

b
Lic) = J 72 + 1292 cos2(P) + 122 dt.

a
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Beispiel: Kardioide in Polarkoordinaten.

Betrachte die Kardioide (Herzlinie) in Polarkoordinaten:

r=a(1l+ cos(g)) fira>0,0< ¢ <2m

Fiir den Umfang (d.h. Bogenldnge) der Kardioide gilt:

27 27 ©
L(c) :J \/a2 sin?(@) + a2(1 + cos())2 do = ZaJ ‘cosz| de = 8a
0 0

[
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Die von einer Kurve umschlossene Flache.

Satz: Fiir die von einer C'-Kurve c(t) = (x(t),y(t))" € R? iiberstrichene
Flache gilt:

Beweisskizze: Summiere fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] iiber die Flachen

1 1 . .
[Fi| = ZHC(ti) X c(tit1)]] = Z(XiUiH — Xi+1Yi) firo<i<m-—1.
1 m—1 1 m—1 XiUit] — Xit1Us
~FZ) = = (XiYit1 — Xi41Yi) = 3 A 70 At
2 . 2 . ti_|_1 —ti
1=0 1=0
m—1
1 it1 —Yi i1 — Xq
2 = tipr =4t — 4
1 b
S| s i) a m

a
ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE 152




ol KAPITEL 10: ANWENDUNGEN DER INTEGRALRECHNUNG TUHH

Beispiel: Die Archimedische Spirale.

Die Archimedische Spirale ist in Polarkoordinaten gegeben durch

x=a@ cos(p), yYy=aqe sin(), fira>0,peR

Berechnung des Umfangs (Bogenlange) und der Flache der innersten Schleife:

7w/2
Lic) = J Va2 +a2e?de
—7/2
a 7T/ 2
= S leVT+e?+log(0+V1+9?)] ~ 4.158a
—7t/2
und mit
Xy — %y =17

7w/2 az 7w/ 2
J rde = — J 0% do ~ 1.292a°.
—7t/2
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10.3 Kurvenintegrale

Definition: Sei f: D — R, D C R"™, eine stetige Funktion und c : [a,b] — D
eine stiickweise C'-Kurve. Dann wird das Kurvenintegral (Linienintegral)
von f(x) langs c definiert durch

b
Jf(x) ds ::J fe(t) [|é()]] dt.

Notation: Fiir eine geschlossene Kurve ¢ schreibt man auch

4}6 f(s) ds.
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Parametrisierungsinvarianz von Kurvenintegralen.
Satz: Das Kurvenintegral ist unabhiangig von der Parametrisierung der Kurve.

Beweis: Fiir einen Parameterwechsel h: [«, ] — [a, b] einer Kurve ¢ gilt

V‘B d

J hf(x)ds = f(c(h(T)))

] ac(h(ﬂ)H dt

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE 155



ol KAPITEL 10: ANWENDUNGEN DER INTEGRALRECHNUNG TUHH

BEiSpiEl. Betrachte einen krummlinigen mit Masse belegten Draht,
beschrieben durch eine C'-Kurve ¢ und mit der (inhomogenen) Massendichte p.

e Fiir die Gesamtmasse des Drahtes bekommt man

b
J p(x) ds := j ple(D) [le()]] dt.

a

e Der Schwerpunkt des Drahtes liegt bei

~J.p(x)xds
-~ [.p(x)ds

XS

e Das Triagheitsmoment des Drahtes ist gegeben durch
0 = J o(x)r?(x) ds
C

wobei 17(x) der Abstand von der Drehachse ist. H
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