UH
i KAPITEL 9: INTEGRATION TUHH

9.4 Integration rationaler Funktionen

Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) = a2 wobei  p(x) = Z ax®,  q(x) = Z b xX.
k=0 k=0

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz:
R(x) = (x)+i A L
3 = (x—x%;)  (x—x)2 (x—x3)%
n
n ZZ Yj1X + 0571 I Yik; X + Ojk;

((x —aj)? + bf)kj _
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Erlauterungen.

e Ohne Einschrankung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen Nullstellen.

e Das Polynom p1(x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).

In diesem Fall berechnet man p;(x) mit Polynomdivision, und es gilt

p2(x)
q(x)

mit deg(pz2) < deg(q).

= R(x) —p1(x) & p(x) =pi1(x) - q(x) +p2(x),

e Das Nennerpolynom q(x) besitze
e die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;

e die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit k;
und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.
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Ansatz der Partialbruch-Zerlegung.

nj
X1 ;2 Xjk;
R(x) = pi(x)+ [ ] + + ...+ ’ ]
jZ] (x —x5)  (x —x;)? (x — x;)"
4 i Yj]X—l—éﬂ n n ”ijjX—|—6jk).
=t T
j=n1 41 ((x —a;)% + b)z) ((x —a;)? + b)z)

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden miissen:
X, j:],...,n1,€:1,...,kj;
Yie, j:m—|—1,...,n2,€:1,...,kj;
6)'13, jZTL]—|—1,...,T12,€=1,...,kj.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,
die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE 111



ot KAPITEL 9: INTEGRATION TUHH
BGiSpiEl. Betrachten die rationale Funktion
1 —x
R(x) =
X) = T
e Ansatz:
1 &2 Yix+ 07
R(x) = —
() X + x?2 + x2 4+ 1
= 1—x = x(x*+1Dos+ (x*+ 1oz +x*(y1x+ 61)
e Ausmultiplizieren:
1—x= (o1 +v1)x> 4 (2 +81)x% + ot1x + oz
e Koeffizientenvergleich:
(X]—|_Y1:O) 062—1_61:0) (X]:—], (XZ:]
e Partialbruchzerlegung:
1 1 X — |
R(x) = —— :
(x) X + x2 + x2 4+ 1
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:

Typ |: Polynome:
S S
kK 1v _ Ck  _k+1
J Z CkX dx = Z mx + C
k=0 k=0
Typ Il: Inverse Potenzen:

’

q log(|x — xol) + C fur £ =1
X
= 9
J x — xn )0 ] 1 .
( 0) 1—£'(x—xo)€—1+c fiir £ =2,3,...

\

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE

113



- KAPITEL 9: INTEGRATION

TUHH

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IlI:

1 .
Ie::J(XZ—F])EdX fur £ € N

o Fiir { =1 gilt

]
I4 :sz I dx = arctan(x) + C

e Fiir { > 1 kann man I; wie folgt rekursiv berechnen.

1
2(1 —1¢)

X
(XZ + ])2—1

[, — [(3 201, —

fir{=2,3,....
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Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x? + 1 in

2
J X dX:Jdu:1 1 e

(x2 4+ 1)¢ ut 1 —¢ utd
1 1
= T s
e Partielle Integration:
1 xZ + 1 X 2x

I— — p— — - . I
R et Feme g B s a s

- X LS P

T 2002 +neT 20— T

Somit:
I "' s a0n,- % fir 0=2.3 =
€_2(1—€) 0—1 10 ur £ =2,3,....
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

Typ IV:

J(( cx +d dx —

c 2(x — a) dx
x—a)z—l—bz)e ZJ . ; dx+(d+ca)J ;

x — a)? + b?) ((x — a)? + b?)

e Erstes Integral:

2 _
J x— o) cdx = Jd—lg mit u = (x — a)® + b~.
(x— a)? + b2) u
(log (I(x— )2 + b2|) 4+ C fiir 0 =1
=y 1 )
- —+C  firt=2,3,....
T8 (x—a)? + b2)

e /weites Integral:

J dx B 1 J dt it t_x—a
((x—a)2+b2)£_b22_1 (12 +1)¢ T p
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Beispiel.
Betrachten erneut die rationale Funktion
1 —x
R —
() 2(x2 1+ 1)
B ] N 1 N X — 1
N x  x2  x2+1
Somit bekommt man
dx dx 1 2x dx
R(x)dx = — | — 4 _ _
J (x) dx Jx+Jx2+2Jx2+1 Jx2+1
1 1
= —log(|x|) — " + 5 log(x* 4+ 1) — arctan(x) + C
|
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Substitution bei verwandten Integralen.
Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution vereinfachen.
e Setzet =¢* in
R(t
JR(eX) dx = J % dt
e Mit t =tan(x/2) bekommt man
1 —t2 2t
cos(x) = ey und sin(x) = Ty
und somit durch Substitution in
. 11—t 2t 2
JR(cosx,smx) dx = JR (1 07 —I—t2> T dt
[]
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9.5 Uneigentliche Integrale

Ziel: Berechne uneigentliche Integrale, d.h.

e Integrale liber unbeschrankten Bereichen

JOO f(x) dx J_boo f(x) dx J'OO f(x) dx.

a —00

e Integrale iiber unbeschrankten Funktionen mit Singularititen am Rand

b
J f(x) dx wobei f: (a,b] — R stetig oder f:[a,b) — R stetig

a
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Eine Funktion f: D — R mit D C R heiBt 1okal integrierbar,
falls f iiber jedem kompakten Teilintervall [a,b] C D integrierbar ist. ]

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar iiber [a, c0) bzw. (—oo, b]

bzw. (—o0, 00), so definiert man

J:O f(x)dx = yli_)moo Jz f(x) dx

Jb f(x)dx = yli)n_woo Jb f(x) dx

- y

Jio f(x)dx = J:O f(x) dx + J:O f(x) dx fiir a € R.
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Lokale Integrierbarkeit und uneigentliche Integrale.

Definition: Ist eine Funktion f(x) lokal integrierbar liber (a, b] bzw. [a, b)
bzw. (a, b), so definiert man

be . yir2+ J: f(x) dx
Jb f(x = yl_i)rg_ Jz f(x) dx
be = E f(x) dx+J':) f(x) dx fiir c € (a,b).
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Ein Beispiel.

Betrachte das uneigentliche Integral

>
J — dx
1 X%
Wegen
(] 1 .
1 T o +C fir oo > 1
J X—O‘ dx = < x—1X
log(|x|) + C fur o = 1
konvergiert das uneigentliche Integral
<
J — dx
R
fir o« > 1 und divergiert fiir o« = 1. |
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Ein weiteres BGISpIEl Betrachte das uneigentliche Integral

J \x\e‘xz dx.
—00
Es gilt
00 5 0 5 00 5 00
J Ix|le™ ™ dx = —J xe © dx —I—J xe © dx = ZJ xe © dx,
—00 —00 0 0
und weiterhin
¥ —x? 1 v’ —u : 2
J Xe dx = ZJ e ~du mit u =X
0 0
1 ]
= 3 (1 —e_yz) =3 fiir y — oo.
Somit gilt
J \x\e_xz dx =1
|
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Konvergenzkriterien.

Satz: Sei f: [a,o0) — R lokal integrierbar. Dann gilt:

(a) Das uneigentliche Integral | Zo f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt

z2
Ve>0:dC>a : Vzy,z0 >C : ‘J f(x)dx| < ¢

Z1

(b) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h.

JOO f(x)] dx

a

konvergiert, so konvergiert auch das uneigentliche Integral

JOO f(x) dx.

a
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Majorantenkriterium.
Satz: Sei f: [a,00) — R lokal integrierbar. Dann gilt:
(c)
Vx @ [f(x)| <g(x) und J g(x)dx  konvergent
— J f(x)dx  absolut konvergent
(d) Weiterhin gilt folgende Umkehrung:
Vx @ 0<g(x) <f(x) und J g(x)dx divergent
— J f(x)dx divergent.
]
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Beispiel: Das Dirichlet-Integral

Betrachte das Dirichlet-Integral

I:J sin(x) dx.
0 X

Das Dirichlet-Integral ist konvergent, denn es gilt

Jyz sin(x) cos(x) |72 Jyz cos(x)
dx = — — >— dx
Y1 X X Y1 Y1 LS
und somit
Y2 1 ] Yz 2
J sin(x) dx| < ——I———I—J — dx=——=0 firy; — oo.
Y1 X Ui Y2 y; X Ui
L]
Bemerkungen:
e Das Dirichlet-Integral ist nicht absolut konvergent;
e Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert 1 = 7t/2. L]
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Beispiel: Das Exponentialintegral

e Betrachte das Exponentialintegral

X et
Ei(x) ::J Tdt fir x < 0.

Wegen lim_, o, tet =0 gibt es ein C > 0 mit |te'| < C fiir alle t € (—o0, x],
und somit gilt

et| [te' - C
t|  t2 Tt
Mit der Konvergenz des Integrals
X
1
[ la
o ©

folgt die absolute Konvergenz des Exponentialintegrals Ei(x) fiir alle x < 0 aus

dem Majorantenkriterium. H
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Beispiel: Die Gamma-Funktion.

Die Gamma-Funktion I': (0,00) — R ist definiert durch

Mx):= J e 't T dt fur x > 0.
0

Beachte: Fiir 0 < x < 1 ist der Integrand von T'(x) singular. Mit
e | <t fiir 0 <t <1

folgt jedoch in diesem Fall

=1 1
=—(1T—¢") — — flir e —» 0+ .
X X

1 1
J T dt = —t~
c X

t=¢

Die Konvergenz bei t = co zeigt man wie beim Exponentialintegral:

C

e—ttX—|—1 )
< — fir 1 <t < .
tZ

tZ

—ttx—1 ’ _

e

Mit dem Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von I'(x) fiir x > 0.
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Weitere Bemerkungen zur Gamma-Funktion.
Die Gamma-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
Nx+1) =x-T(x) x >0
und es gilt
M) =1.
L]
Folgerung: Es gilt
'M)=Mn-—1)! fur alle n € N.
|
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