i KAPITEL 9: INTEGRATION TUHH

9.3 Der Hauptsatz und Anwendungen

Definition: Seien Funktionen F,f : [a,b] — R Funktionen mit F'(x) = f(x),
a <x <b. Dann heiBt F(x) Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:
e Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so sind alle Funktionen der Form
F(x) = F(x) + ¢
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(x).
e Sind F1(x) und F2(x) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion
F1(x) — Fa(x)

konstant.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz: Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) Die Funktion

ist eine Stammfunktion von f(x).

(b) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
J f(t) dt = F(b) — F(a).

a
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Beweis von (a): Wir zeigen, dass F/(x) = f(x) gilt.
Sei h # 0 so, dass x,x + h € [a, b]. Dann gilt

]
| E(F(X +h) — F(x)) — f(x)

= :_l (th f(t) dt—J: f(t) dt) — :—th f(x) dt

x+h
_ EJX (F(t) — f(x)) dt

< sup{|f(t) —f(x)] : t—%x/|<hund t € [a,b]}
— 0 fir h — 0,

mit der (gleichmaBigen) Stetigkeit von f auf [a, b]. H
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Beweis von (b): Mit Teil (a) gilt

fiir eine Konstante C. Daraus folgt

rb
Fb) = | f(t)dt+C
Fla) = flt)dt+C=0+C=C

und somit
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Bemerkungen.

e Teil (a) des Hauptsatzes gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen f(x).
An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur einseitig
differenzierbar mit

F(x7 )= lim f(x) und F(x")= lim f(x).

X=X~ x—x T

e Eine Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man das unbestimmte

Integral von f(x) und man schreibt
F= Jf(x) dx

Die Funktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
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Beispiele. Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante.

Jx“ dx = %_Hx““ +C fiir n # —1
J%dx = log|x|+ C fiir x # 0
Jsin(x) dx = —cos(x)+ C
| cos(x)dx = sin(x)+ C
Ptan(x) dx = —log|cos(x)|+ C fiir cos(x) # 0
ncot(x) dx = log|sin(x)|+ C fiir sin(x) #£ 0
Jcosl(x) dx = tan(x)+C flir x # (Zk_lz_”ﬂ mit k € Z
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Weitere Beispiele.
1 y .
——dx = —cot(x)+C fir x Zkm mit k € Z
sin”(x)
[ 1
dx = arcsin(x)+ C fur x| < 1
Vi ) *
[ 1
dx = lo (x—l— 1+x2)—I—C
J V1 +x2 s
[ 1
dx = lo }X-l— X2—1|—|—C fur |x| > 1
| T g V x|
(]
| T dx = arctanx+C
(] 1 1+ x
J]_dex = zlog T C fir x| #£ 1
1
Jeax dx = aeax—l—C fir a #£ 0.
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Noch mehr Beispiele.
] .
bedx b*+ C firb >0,b # 1.
log(b)
Jlog(x) dx x(log(x) —1)+ C fur x > 0.
Jlogb(x) dx x (log(x) — 1)+ C fir b > 0,x > 0.
log(b)
Jsinh(x) dx cosh(x) 4+ C
cosh(x) dx sinh(x) + C
.
tanh(x) dx log(cosh(x)) 4+ C
coth(x) dx log(| sinh(x)]) + C fir x # 0.
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Wichtige Integrationsregeln.
Satz (Linearitat): Sind f, g : [a,b] — R stiickweise stetig, so gilt
J(ocf(x) + Bg(x)) dx = och(x) dx + J g(x) dx
fur alle «, 3 € R. |

Satz (Partielle Integration): Sind u,v:[a,b] — R stetig differenzierbar,
so gilt

Beweis: folgt direkt aus Produktregel der Differentiation: (u-v) = u'v+uv'. B
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Die Substitutionsregel.

Satz: Ist h: [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [c,d] — R stetig mit
Stammfunktion F(x), so gilt

Jf(h(t))h’(t) dt = F(h(t)).

Fiir bestimmte Integrale erhalt man somit

b h(b)
J f(h(t))h/(t) dt = F(h(b)) — F(h(a)) = J f(x) dx.

a

Beweis: folgt direkt aus Kettenregel der Differentiation:

d

7 (FUB)) = f(h(t)) - W(1).
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Beispiele.
e Linearitat:
J(z&é +12x% —2x +3) dx = 7x* +4x> —x* +3x+ C
e Partielle Integration:
JxeX dx:xe"—JeX dx = (x—1)e* + C
e Partielle Integration:
Jlog(x) dx = J1 - log(x) dx
= x-log(x)—Jx-ldx
X
= x(log(x)—1)4+C
[]
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Ein weiteres Beispiel zur partiellen Integration.
Jsinz(x) dx = Jsin(x) -sin(x) dx
= sin(x)(—cos(x)) + Jcosz(x) dx
— —sin(x) cos(x) +J(1 — sin?(x)) dx
— 2 |sin’(x)dx = —sin(x)cos(x)+x+ C
1
— sin?(x) dx = z(x —sin(x) cos(x)) + C
]
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Ein Beispiel zur Substitutionsregel.
Substituiere x = h(t) = acos(t) in
J \/1 (x/a) de—J \/1 — cos?(t)(—asin(t)) dt,
denn
dx = —asin(t) dt h(0)=a und h(m) = —a.
Somit gilt
0
J \/1 (x/a)?2dx = J \/1 — cos?(t) (—asin(t)) dt
= aJ sin?(t) dt
0
a T oam
— i(t—sin(t) cos(t)) o =5
n
ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE 103



" Kaeoen 9 InteGRATION TUHH
Ein weiteres Beispiel zur Substitutionsregel.
Substituiere x = h(t) =1, d.h. t = /x fiir x > 0 in
Jeﬁdx — Jettht
denn es gilt
h/(t) = 2t.
Daraus folgt
Jeﬁdx — Jettht
= 2(t—1)et+C
= 2(v/x—T1)eV* +C.
[]
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Bemerkung.

e Nicht jedes Integral lasst sich explizit “losen™, d.h.
e nicht jede (integrierbare) Funktion besitzt “einfache” Stammfunktion bzw.

e manche Stammfunktionen lassen sich nicht durch Komposition von
elementaren Funktionen darstellen.

Beispiele:

X . _t

Si(x) = J smt( )dt (Integralsinus)
0

erf(x) 2 JX et dt  (Fehlerfunktion)

r — — e errun i0n
VT o

E(x,k) := J(1—kzsin2t)i% dt  (Elliptische Integrale)
0
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Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar und p(x) > 0 fiir
a < x < b. Dann existiert ein & € [a, b] mit

Beweis: Da f(x) stetig und p(x) > 0 folgt:

min(fla, b]) - p(x) < f(x)p(x) < max(fla, bl) - p(x).

Integration iiber [a, b] liefert:

b
f(x)p(x) dx < max(fla,b]) - J p(x) dx.

a

b b

min(fla, b]) J plx) dx < J

a a

Die Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. B
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Mittelwertsatz der Integralrechnung: Spezialfall.

Fiir den Spezialfall p = 1 gibt es ein & € [a, b] mit

Beobachtung: Schreibt man diese Beziehung als
F(b) —F(a) =F(&)(b — a)

mit der Stammfunktion F(x) von f(x), so folgt der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F(x):

F(&) = fiir ein & € [a, b].
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Der Satz von Taylor. Man erhalt die Taylor-Entwicklung einer
Funktion f € C™"' um xo durch n-fache partielle Integration:

X X

f'(t) dt = J (x — t)°f'(t) dt
= (x—x0)f(x0) + JX (x —t)'f (1) dt

X0

fx) — f(xo) = J

X0

12

2 (x0) 1 J

2
P ‘|‘2 (X—t)f (t)dt

X0

= (x—x0)f'(x0) + (x —x0)

= f)(x 1T ("
— Z k(' O)(x—xo)k—l— 0 J (x — )™+ (¢) dt.
k=1 ) S

Daraus bekommt man die Lagrange-Restgliedformel aus Mittelwertsatz:

%J (x—t)H M (1) dt:(n—]H)vf(n+1)(5)(X—Xo)n+] fiir ein & € [xo,x].
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