- KAPITEL &: INTERPOLATION

TUHH

8 Interpolation

8.1 Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f: R — R an n 4+ 1 Stiitzstellen

Xo<X1<...<Xnpn-

Eingabedaten: (XO> fO)) (X1 ) f] )) T (XTL) fn)

A

\ ,
N\

Gegebene Daten (x;, fj).
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Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert, d.h.
p(xi) = fi furallei=0,1,...,n,
z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

A

\ ,
N\

Gegebene Daten (x;, fj).

Fragen:
e Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?

e Wie sieht die Losung p aus und wie berechnet man p?
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Klassische Polynom-Interpolation.

Bestimme ein Polynom (hochstens) n-ten Grades
Pn(X) = a0+ arx + axx? + ... + anx™,
das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn(xi) = fi, 0 <1< n.

Erster Losungsansatz: Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

ao+a1xo+a2xé+...+anx8 =
Qo+ arxy + axxj +...+anxy = f
ao+a1xn+azxﬁ+...+anx2 = f,

Setze:

X :{Xo,...,Xn}, f’X — (fo,...,fn)T < Rn+] und a = (ao,...,an)T c RTH_].
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Vandermonde-Matrix.

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 xo x5 ... x3 ao
1 % xf ... xP aj
T xn X2 Xn | | an |
kurz
V. a:f|x,

heiBt Vandermonde-Matrix.

Satz: Fiir die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xg,...,xn) gilt

det(V) =

H (x5 — x1).

0<i<j<n
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Beweis: Durch vollstandige Induktion liber n.
Induktionsanfang: n = 1: det(V(xp,%x1)) = X1 — Xo.
Induktionsschritt: n — 1 — n.
det (V(xo0,...,%Xn))
1 %o xg Xy 1 X0 XQ
1T x XX 0 X1 —Xo X1 — Xg
= det — det
_1 Xn xﬁ” xﬁ_ _O Xn — X0 X’T}—x‘(}_
X1 — X0 X1 — Xg X1 —Xo X] — XoX1 X1 — XoX7]
= det = det
Xn — X0 Xn — XQ Xn — X0 X — XoXn X — XoXn
= (x1 —%0) - (xn —%x0) -det (V(x1,...,%Xn)) = H (% —xi). N
0<i<j<n
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Existenz und Eindeutigkeit der Interpolation.
Folgerung: Falls Stiitzstellen xg, ..., X paarweise verschieden, so ist V regular.

Satz: Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen
X ={x0,%1,...,xn CR

und Funktionswerten
fo,f1...,fh €R

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p,, vom Héchstgrad n mit

pn(xi) = fi fiir alle 0 <1 < n.
|
ABER: Wir berechnen die Losung nicht iiber das lineare System V - a = f}x.
DENN: Dies ist zu teuer und instabil. []
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8.2 Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton

Lagrange-Darstellung.

Definieren Lagrange-Polynome

Lix) — (x —=%0) v (X —%521) - (x—=%X541) - oo s (X —Xn)
) ' (x5 —%0) oo (X5 —%5-1) - (X5 —X541) * oo s (X5 — Xn)
- 1= furo<j<n
o X T X
£

Dann ist Lj ein Polynom vom Grad n, und es gilt

1 fir i =

0 fir 1 # 3

Lj(Xi): fUI’OSl,) <n.
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Losung mit der Lagrange-Darstellung.

Die Interpolationsaufgabe

Pnixi) =fi firalle 0 <i<n

wird gelost durch das (eindeutige) Polynom

n

pn(x) =folo(x) + ...+ faln(x) = ) fiLi(x).
1=0

Die obige Darstellung von p,, heilt Lagrange-Darstellung.
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BEiSpiEl. Betrachte die Daten
Xj 0|12 3
;1010418
Dann sieht die zugehorige Lagrange-Basis wie folgt aus.
x—1)(x—2)(x—3 —0)(x—2)(x—3
oty = BN 0D
(0—1)(0—2)(0—3) (1—=0)(1—=2)(1—3)
Lix) — (x —0)(x —1)(x — 3) Lix) — (x —0)(x —1)(x —2)
2T T 2-0)2-1)(2-3) T 3-0)3-1)(3—2)
Das interpolierende kubische Polynom p3 besitzt die Darstellungen
p3(x) = 4-La(x)+18-L3(x)
_ 4. x(x —1)(x — 3) 118 x(x —1)(x —2)
2 6
= x> —x°
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Auswertung von Interpolationspolynomen.

Fir 0 <j <k <n bezeichne py; das eindeutige Interpolationspolynom vom
Hochstgrad j zu den Daten

(X1c—j, Tre—3)y « -+ (XK, Ti),

d.h. es gilt
Pxj (xe) = fe, fur alle k —j < { < k.

Dann lassen sich fiir ein festes x € R die Werte py;(x) rekursiv berechnen.
Lemma (AITKEN): Es gilt die Rekursion

Pro(x) = fx

X — Xk

pPij(x) = Prj1(x)+ (Pr—1,—1(x) = Ppx,j-1(x)) fiirj > 0.

Xk—j — Xk
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Beweis: Vollstandige Induktion tiber j.
Induktionsanfang: Fiir j = 0 ist pxo konstant mit pyo = f.

Induktionsschritt: j — 1 — j: Die rechte Seite der Rekursion,

X — Xk

q(x) =pr,j—1(x) + (Pr—1,j—1(x) —PK,j—1(x))

Xk—j — Xk
ist ein Polynom vom Hochstgrad j.

Weiterhin interpoliert py ;1 nach Induktionsvoraussetzung die Daten
(Xk—5+1, T—jt1)y -y (X5, Ti),

und px_1 ;—1 interpoliert die Daten
(Xk—j, f—j3)y .oy (Xk=1, Tk—1).

Daraus folgt mit der Rekursion, dass das Polynom g die Daten

(Xk—j, Tk—j), -+, (XK, fK)

interpoliert, genauso wie py;. Wegen der Eindeutigkeit gilt g = py;. H
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Algorithmus von Neville-Aitken.

Ziel: Rekursive Berechnung von p.n(x) fiir x € R in Dreiecksschema:

Poo(x)
pio(x) pri(x)
p2o(x) p21(x) Pp22(x)

Pro(x) Pn1(x) Pn2(x) -+ Pnnlx)

Besser: Effiziente Auswertung in Datenvektor f = (o, f1,...,fn):

fo = fo(x)
f1 =f1(x)  folx)
f2 =fa(x)  fi1(x) fo(x)

fn="1n (X) fno1 (X) fn—z(X) - To (X)
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Implementierung als Matlab-Funktion.
INPUT:

x = (x(1),x(2),...,x(n)) 7 Stuetzstellen
f = (£(1),f(2),...,f(n)) ¥ Funktionswerte
y % Auswertungsstelle

function p = neville(x,f,y)
n = length(x);
for k=2:n
z = y-x(k);
for i=k-1:-1:1
f(1i) = £(i+1) + z/(x(D)-xk))*(£(1)-f(i+1));
end;
end;
p = £(1);
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NEWtOﬂ-DﬂI’StE"Uﬂg. Betrachte die Newton-Basis

i1
wi(X):H(X—X)’), fur 0 <1 <n.
=0

Dann gibt es eindeutige Newton-Koeffizienten cp,C1,...,Cn € R mit

palx) = Y ciwsi(x)
1=0

= cot+ci(x—xo)+...+cn(x—%x0) - (X —Xn_1).

Die obige Darstellung von p,, heift Newton-Darstellung.
Beachte: Es gilt:

pn(XO) = Co
Pn(x1) = co+ci(x1 —x%0)

Pn(x2) = co+ci(x2—x%x0)+c2(x2—x%0)(x2 —x1)
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Berechnung der Newton-Koeffizienten.

Beachte: Aus den Interpolationsbedingungen folgt

!
Pnixg) = co=fo — co="o
! f1 —f
pn(x1) = cotcilx)—xo)=f1 = ¢4 =—02
X1 — X0
N n 1—1
Pnl(xn) = ZCiH(xn—xj)
i=0  j=0
= co+tci(Xxn—%0)F+...+cn(Xn —%x0)(Xn —%x1) -+ (Xn —Xn_1)
= f,
mit
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Beobachtungen.

e Zur Berechnung von c; bendtigt man nur die ersten (j + 1) Daten
(x0,f0), (x1,f1),..., (x5,15).
Notation:

c; = flxo,X1,..., %51, %j] furj=0,1,...,n

e Nimmt man ein Datum (xn11,fn11) hinzu, so gilt:

Pn+1 (X) — pn(x) + Cnt1 H(X — Xi)

mit

Cn+1 = (fn+1 pn Xn+1 /l | Xn+1 —

ANALYSIS 11 TUHH, SOMMERSEMESTER 2007 ARMIN ISKE

60



ol KAPITEL 8: INTERPOLATION TUHH
Dividierte Differenzen.
Satz: Die Koeffizienten
c; = flxo,x1,...,%], 0<j<n,
des interpolierenden Newton-Polynoms
n
Pnlx) = Z cjwj(x)
i=0
sind gegeben durch die dividierten Differenzen
f[Xj] — fj
flx; ' —flxi, . o0, Xik—
f[xi,Xi_|_],...,Xi_|_k] _ [ i+1) y l—l—k] [ 1) y M4k 1].
Xi+k — X
Beweis: Mit Aitken-Lemma. []
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Effiziente Berechnung der dividierten Differenzen.

Beispiel: Rekursives Berechnungsschema der dividierten Differenzen fiir n = 3.

x | flxil  flxi, xip1] flxi, xig1, xipe2l  flxi, i1, Xi42, Xi43]
xo | To
x1 | i flxo,x1]
x2 | f2 flx1,x2] flxo0, %1, %3]
X3 f3 f[X2>X'3] f[X] >X2)X3] f[XO>X1 >X2)X3]
Zum Beispiel:
Tl —Aflxel 1 —1o
f[XO>X1] — —
X1 — X0 X1 — X0
o flxa,x3] — flxq, x2] 1 f3—1 f2—1
f[X,] )X2>X3] — — —
X3 — X1 X3 — X1 X3 — X2 X2 — X1
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Der Interpolationsfehler. Fiir das Interpolationspolynom gilt
e(x) = T(x) —pn(x)
= f(x) — <pn+1 (X) — Cnt1 H(X — Xl))
1=0
— f[Xo, >XT1>X] H(X_Xl)
1=0
Satz: Sei f € C™*1([a, b]). Dann gibt es ein & € [a,b] mit
1
_ (n+1)
flxo,..., xn1l = (n—|—1)!f (&).
Folgerung: Fiir den Interpolationsfehler gilt die Abschatzung
1 n
f(x) —pn(x) < max |[fm*1) : X —Xi)| .
1) =l < gy max V@) TTox =
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Tschebyscheff-Knoten.

Beachte: Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom

mn
wWni1(x) = [T (x—xi)
i=0
Optimierungsproblem: Bestimme die Knoten xg,X1,...,X;, SO dass
n
max X — X4
X0,...,Xn€la,b] g( 1)

minimal auf [a, b].

Losung: Fiir das Intervall [—1,1] sind die Tschebyscheff-Knoten optimal.

2j+1 .
xj—cos<zn+2n) j=0,1,...,mn.

-0 —0 @ @ @ @ @ *—-0
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