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Wiederholung: Komplexe Zahlen

Motivation
[r—
2 O Gichung 1.1 = m ke sl mm € 2
+ Q: e lchung -5 = b i e 1,m € @
« R D Ghichng 55 = g Weba i g €

Problem: z* 4+ pz + g = 0 ist nicht lésbar fir beliebige p.q € %

Denn: Verwende pg-Formel:

T2=

Formel ist nicht losbar fir & —q < 0!

SézmeskicC
1 Punke in Zahiencbese haraberers e {r )

2 dboltar Bevrag von + (Abstand vom Unsgurg,Ling) i »

3 6 Aepument v = (Wishl st = Ach)

4 o unbestimme

Definition

Idee: Fiihre Zahlenraum ein, der /=1 enthilt.

Definition:
1. Komplexe Zah! : € C
a heiBt Realteil von =: a =

b heibt imaginarteil von

2. Gleichheit: Fiir 2) = a + byi € C und 23 = ay + byi € C gelte

+hefabeR A= -1

Im:

n=n © m=mibh=b

Insbesondere = = a+ bi = 0 falls @ = 0 A b = 0.

atbists=a-bi

VaT ¥ 1.

Konjugiert komplexe Zahl 2: zu

Betrag [<f: 2u = =0+ bi st |2]

Bemerkung. & n R

Polarkoordinaten

ws!

o e

flbb>0

Seiz=athieC
1. Fiihre in Ebene kartesisches Koordinatensystem () ein.
2. Trage a = Re = auf der r-Achse auf.
3. Trage b= I = auf der y-Achse auf

Rechenregeln
Addition/Subtraktion:
21 E 3 = (a4 bii) £ 02+ byi) = (ay T ag) + (by +bg)i
Multiplikation:
22 = (g + 1) (22 + i) = (@02 = biba) + (@b + azh )i
Division: (sei 2, = (az + bai) # 0)
— bai)

(as +bui) _ (o +

22 {aztbii) (02 + bai)(a ~ bai)
_martbb | mh-ab, a8
gty gty B

GauBlsche Zahlenebene




Motivation

Erinnerung:
e Z: Die Gleichung n + z = m losbar fiir alle n,m € Z
e Q: Die Gleichung n - x = m losbar fiir alle n,m € Q

e R: Die Gleichung z - x = ¢ losbar fiir alle g € R

Problem: 22 4 pz + ¢ = 0 ist nicht |6sbar fiir beliebige p, ¢ € R!

Denn: Verwende pg-Formel:

P
= —=314/— —q.
T1,2 9 4 q

2
Formel ist nicht losbar fiir Z- — ¢ < 0!




Beispiel:

22 4+4x+5=0

:>$1,2:—2:|:\/4— =—-24++v-1

Graphische Veranschaulichung:

107

y= X+dx+5

y
[
5 x
- y=x2+4x-5
= (x+5)(x-1)
-10+




Definition
ldee: Fuhre Zahlenraum ein, der v/—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl 2 € C: z:=a+b-i, a,beR, i? = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fir z; = a1 + b1i € C und 29 = as + byt € C gelte:
Z1=20 & a3 =asANb =bs.
Insbesondere z =a+bi=0fallsa=0Ab=0.

3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu z = a + bi ist Z = a — bi.

4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va2 + b2.

Bemerkung: RC C-dennR={z€ C: Imz =0}




Rechenregeln

Addition/Subtraktion:
z1 + 9 = (a1 + bll) + (a2 + bgl) = (a1 + az) + (bl + b2)2

Multiplikation:
21 - 22 = (a1 + b17) - (ag + bai) = (a1a2 — bib2) + (ai1be + agby)i

Division: (sei z5 = (a2 + bei) # 0)

21 (a1 + bl’l,) . (a1 + bli)(ag — bzz)

29 N (CLQ + bg’&) N (az + bgi)(az — b2'1,)
_aiaz +biby | agby —aibe. 217
R Z+02 | |aP




Rechenregeln fiir komplex Konjugierte
Seien z = a+ bi und zZ = a — bi. Dann gilt:
l. z4+2z2=2a

2. z-z2=a*+b* = |2|?

Seien z, 21, z9 € C. Dann gilt:

Y|

l. z=1z2
2. 21+ 22 =21+ 2

3. 1R — 2122




GaufBische Zahlenebene

Sei z=a+bi € C.
1. Fihre in Ebene kartesisches Koordinatensystem (z,y) ein.
2. Trage a = Re z auf der z-Achse auf.

3. Trage b = Im z auf der y-Achse auf

Imz

=a+bi

b
¢

0 a Re z




Addition/Subtraktion

, B

b,+b,

a,-a, 0 a, a, a+a, Rez

10.



Polarkoordinaten

Imz

Sei z=a+bicC.

1. Punkt in Zahlenebene charakterisiert durch (r, ¢)

z=a+bi
2. r absoluter Betrag von z (Abstand vom Ursprung/Lange) r b
“'\4’
3. ¢ Argument von z (Winkel zur z-Achse) ‘
0 a Re z

Bemerkungen:.

e ¢ nur bis auf Vielfache von 7 bestimmt: Betrachte ¢ €] — m, 7

e Esgilt: a =7rcos¢ und b=rsing

e Umgekehrt gilt: 7 = v/a? + b2 = |z| und tan¢$ = 2, (a # 0)

e Fallsa =0:
b= 5, fallsb>0
‘ —5, fallsb<0
e Falls 2z =0, soist » = 0 und ¢ unbestimmt

11.



Rechenregeln in Polarkoordinaten

Allgemeine Darstellung in Polarkoordinaten:
z = r(cos ¢ + isin @)
Seien z = |z|(cos ¢ +isin @) und w = |w|(cosy + isin®)). Dann gilt:
o z-w = |z||w|(cos(¢ + ¢) + isin(¢ + )

o £ = %(Cos(qb — ) +isin(¢ —v))

(Addition: Ubung)

12.



Eulersche Formel

Sei z = |z|(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt:
z = |z|e®

mit der Eulerschen Formel e‘? = cos ¢ + i sin ¢.

13.



Korper und Analogie zu R?

Alternative Definition

Definition: (Komplexe Zahien)

Die Menge der komplexen Zahlen C ist gegeben durch den (2-dimensionsalen) Raum
R der recllen Zahlen mit Rechenregeln + und -

(+): (a1.by) + (a2.by) = (a1 + @z, by +b2). ay.02.b1, b, € R,
(): (@1.b1) - (a2,b7) = (arag — byby, asby + agby).

Betrag und Norm

Es gilt:

o] = Va2 £ 8 = /{Re 2 + (Im 2% = ||(a.)]2.
dh. 2| ist die (euklidische) Norm auf dem RZ.
Damit gilt aber

o | €R, [z Z0und |2 =0 & z=0,
® |21 + 22 < |21] + | 22| (Dreiecksungleichung).

Zahlenkérper

Satz: C mit den (altemativ) definierten Operationen (+) und () ist &in Korper.

dh. es gelten

(+): Assoziativitie, X
(:): Assoziativitit, Kommutativitit, Existenz des Einselements und der Inversen,

(+,7): Distributivgesetz.

Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu = = a + ib definiert 2 = a — ib die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

14.



Alternative Definition

Definition: (Komplexe Zahlen)

Die Menge der komplexen Zahlen C ist gegeben durch den (2-dimensionsalen) Raum
R? der reellen Zahlen mit Rechenregeln + und -:

(+): (a1,b1) + (ag,b2) = (a1 + az,b1 + b2), a1, az,b1,b2 €R,
(-): (a1,b1) - (a2,b2) = (araz — biba, aibs + azby).

15.



Zahlenkorper

Satz: C mit den (alternativ) definierten Operationen (4) und (-) ist ein Korper,
d.h. es gelten

(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Nullelements und des Negativen,

(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Einselements und der Inversen,

1

(+,-): Distributivgesetz.

16.



Zahlenkorper

Satz: C mit den (alternativ) definierten Operationen (4) und (-) ist ein Korper,
d.h. es gelten

(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Nullelements und des Negativen,
(+): Assoziativitat, Kommutativitat, Existenz des Einselements und der Inversen,

(+,-): Distributivgesetz.

Bemerkungen:
o Definiere i = (0,1), dann gilt: i-i = (—1,0)
o Die reellen Zahlen a € R sind eingebettet in C durch: (a,0) € C.
o Die urspriingliche Schreibweise erklart sich: Fiir (a,b) € C schreibe
z = a + ib
!
@0) (0.

Man sagt, {1,i} = {(1,0),(0,1)} ist eine Basis von C, denn jede komplexe
Zahl z € C kann man schreiben als Linearkombination

z=(a,b) =1la+1ib

17.



Bemerkungen:
e Definiere i = (0, 1), dann gilt: -7 = (—1,0)
e Die reellen Zahlen a € R sind eingebettet in C durch: (a,0) € C.

e Die urspriingliche Schreibweise erklart sich: Fiir (a,b) € C schreibe

z = a + b
I I
(a,0) (0,0)

Man sagt, {1,7} = {(1,0),(0,1)} ist eine Basis von C, denn jede komplexe
Zahl z € C kann man schreiben als Linearkombination

z=(a,b) =la+1ib

18.



Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu z = a + b definiert Z = a — b die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

<
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Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu z = a + b definiert Z = a — b die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

Z Es gelten:
I o |z| = VZz = Va% + b2
| e Rez=a=1%(2+2)
[
1 oImz=b=%(z—Z)
4

20.



Konjugiert komplexe Zahl - revisited

Erinnerung: Zu z = a + b definiert Z = a — b die konjugiert komplex Zahl.

Geometrische Interpretation:

<

Es gelten:

o |2| =Vzz =Va® + b2

e Rez=a=1%(2+2)

e Imz=b=(2—2)

(2

Weiter gelten:

o |z122| = |21] - [22]

e |Re z| < |7

o |Im z| < |z|

21.



Betrag und Norm

Es gilt:

2] = Va2 + b2 = /(Re 2)? + (Im 2)* = ||(a, b)]|2,

d.h. |z| ist die (euklidische) Norm auf dem RZ2.
Damit gilt aber

e 2]€R, |2/ >0und 2| =0 & z=0,

® |21 + 22| <|z1| + |22| (Dreiecksungleichung).

22,



Potenzen und Konvergenz inC

Konvergenz Potenz

Frage: Wie konnen wir in C Potenzen bilden (bzw. Wurzeln ziehen)?

Bemerkung: Mit der Norm im 2 kénnen wir die Konvergenz in C definieren: o

Mz |-z 20
& [lzn = 2ll2 >0
@ Rezo—+Rez A Imzy—1Imz

Potenzierung/Radizierung

Satz: (De Moivresche Formel)
Allgemein; Sei n € N, dann gilt:

3) Die n-te Potenz von = = a + ih = r(cas + isin )
2" = r{cos{ng) + isin(ng)) = r"ee.

Also gilt die De Moivresche Formel

rel® ergibt sich zu

(casd + isin )" = cas(né) + isin(n).

b) Fiir jede komplexe Zahl w = re‘® # 0 hat die Gleichung 2" = w genau n
verschiedene Lésungen, namlich die n n-ten Wurzeln

e 7 (con (G ) i€ 4 ) ) < grethem,

(k= 0:n—1). Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius /7
um den Nullpunkt der GauBschen Zahlenebene und bilden ein regelmabiges
n-Eck.

23.



Konvergenz

Bemerkung: Mit der Norm im R? konnen wir die Konvergenz in C definieren:

Zn = 28 |2 — 2| — 0
& ||zn — 2|2 = 0
S Rez, >Rez AN Im oz, —1Imz

24,



Potenz

Frage: Wie konnen wir in C Potenzen bilden (bzw. Wurzeln ziehen)?

3/

25.



Potenz

Frage: Wie konnen wir in C Potenzen bilden (bzw. Wurzeln ziehen)?

3/

z3:w:3+z’\/§

\ / 12 Rez
/ /
—t— g zz

26.



z3=fw=3—|—z’\/§

Imz

\ 12 Rez

27.



Potenzierung/Radizierung

Satz: (De Moivresche Formel)
Allgemein: Sei n € N, dann gilt:

a) Die n-te Potenz von z = a + ib = r(cos ¢ + isin ¢) = re'? ergibt sich zu
2" = r"(cos(ng) + isin(nep)) = r"e"?.
Also gilt die De Moivresche Formel

(cos ¢ + isin @)™ = cos(ng) + isin(ne).

b) Fiir jede komplexe Zahl w = re!® # 0 hat die Gleichung 2" = w genau n
verschiedene Losungen, namlich die n n-ten Wurzeln

2 = YT (cos (% + kZTW) + isin (% + kﬁ)) = Yreli+EE),

n

(k=0:n—1). Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius {/r
um den Nullpunkt der GauBschen Zahlenebene und bilden ein regelmaBiges
n-Eck.

28.



Potenzierung/Radizierung

Satz: (De Moivresche Formel)
Allgemein: Sei n € N, dann gilt:

a) Die n-te Potenz von z = a + ib = r(cos ¢ + isin ¢) = re'? ergibt sich zu
2" = r"(cos(ne) + isin(ng)) = r"e"?.
Also gilt die De Moivresche Formel

(cos ¢ + isin @)™ = cos(ng) + isin(ne).

b) Fiir jede komplexe Zahl w = re!® # 0 hat die Gleichung 2" = w genau n
verschiedene Losungen, namlich die n n-ten Wurzeln

zp = (cos (% + szﬂ) + isin (% + kﬁ)) = Yreli+EE),

n

(k=0:n—1). Die n-ten Wurzeln liegen auf einem Kreis mit dem Radius {/r
um den Nullpunkt der GauBschen Zahlenebene und bilden ein regelmaBiges
n-Eck.

Bemerkung: Ist ¢ der Hauptwert Arg w von arg w (gilt also —7 < ¢ < 7), so
nennt man zy den Hauptwert von {/z.

29.



Fundamentalsatz der Algebra

Motivation

Definition: (Polynom)

Bemerkung: In C hat nicht nur die Gleichung 2ten Grades
P rprtg=0

fir p,q € C allgemeine Losungen, sondern jede algebraische Gleichung beliebigen
Grades

 pu(7) beschreibt bei gegebenen ay eine Abbildung

Polynome

« Ein Polynom ber dem Korper C ist gegeben durch
PulE) 1= Gz +an 12" V4o b @zt ao= Y andt,
=

mit ag € C. k=0:n, a, %0, n € NU {0}

Pa:C =G5 20 pu(a).

a, heiBlen Koeffizienten von p, ()

Nullstellen

Bemerkungen:
o & € Cist Nullstelle von p,(z), falls p,(2) = 0 gilt.
o Hat p,(z) eine Nullstelle #, so lasst sich p, “durch (z - #) ohne Rest

vidieren". d.h. es gibt ein Polynom g,_;(x) vom Grad deg(gn-1) = n—1
mit

(@) = gua(@)(w = 7).
o Ist & Nullstelle von p(x), so ist & Lisung der algebraischen Gleichung n-ten
Grades

" a1 e ag = 0.

 n heifit der Grad des Polynoms py(x) (schreibe deg(pa)). Fiir a # 0 ist

© Die Zahlen a, ...
deg(pa) =n.
Fundamentalsatz

Bemerkungen:
© pu(x) tisst sich zerlegen in n Linearfaktoren:
Pale) = aufz = 21w = 22} (2 = ),
wobei i, die (nicht notwendig verschiedenen) n Nullstellen von , sind.

© Sind 24,...., € C die paarwaise verschiedenen der n Nullstallen (r < n),
50 lassen sich die zugohorigen Linearfaktoren zusammen fassen:

Pu() = ana = 21} = 2)™ - 1)
mit my > 1 und £, i = 0
© 1, heiBt Vielfachheit einer Nullstelle

Fundamentalsatz

Satz: a1
mlz)= Y aa®
S

mitay €C.n € N (dh. n = 1) ein Polynom n-ten Grades Uber C. Dann gibt es
mindestens eine Zahl x € C mit

puiz) =0.

30.



Motivation

Bemerkung: In C hat nicht nur die Gleichung 2ten Grades
2+ pr+q=0

fur p,q € C allgemeine Losungen, sondern jede algebraische Gleichung beliebigen
Grades.

31.



Motivation

Bemerkung: In C hat nicht nur die Gleichung 2ten Grades
2> +pr+q=0

fur p,q € C allgemeine Losungen, sondern jede algebraische Gleichung beliebigen
Grades.

Beobachtung:
Die Losungen algebraischer Gleichungen sind Nullstellen von Polynomen.

32.



Polynome

Definition: (Polynom)

e Ein Polynom tber dem Korper C ist gegeben durch

— k
Pn(7) == anz" + an12" '+ tarztag = Y apz®,
k=0:n

mitap, € C, k=0:n, a, #0, n € NU{0}.
e p,(x) beschreibt bei gegebenen aj eine Abbildung

pn: C— C; z— pp(x).

e Die Zahlen ay,...,a, heiBen Koeffizienten von p,(z).

e n heiBt der Grad des Polynoms p,(z) (schreibe deg(p,)). Fir a, # 0 ist
deg(pn) =n.

33.



Nullstellen

Bemerkungen:
e 7 € C ist Nullstelle von p,,(z), falls p,(Z) = 0 gilt.

e Hat p,(z) eine Nullstelle Z, so lasst sich p, “durch (z — Z) ohne Rest di-
vidieren”, d.h. es gibt ein Polynom ¢,_1(z) vom Grad deg(g¢n,—1) = n — 1
mit

pn(w) = Qn—l(iv)(x — :C)

e Ist Z Nullstelle von p,(z), so ist Z Losung der algebraischen Gleichung n-ten
Grades
anZ™ + apn_12" 4+ 4+ a1z +ag = 0.

34.



Fundamentalsatz

Satz: Sei

pn(z) = Z apz”

k=0:n

mit ar € C, n € N (d.h. n > 1) ein Polynom n-ten Grades iiber C. Dann gibt es
mindestens eine Zahl z € C mit

Pn (:1_") = 0.

35.



Fundamentalsatz

Bemerkungen:

e p,(x) lasst sich zerlegen in n Linearfaktoren:
pn(z) = an(z — 1) (z — Z2) -+~ (T — Zn),
wobei Zj, die (nicht notwendig verschiedenen) n Nullstellen von p,, sind.

e Sind Z,...,%, € C die paarweise verschiedenen der n Nullstellen (r < n),
so lassen sich die zugehorigen Linearfaktoren zusammen fassen:

pn(x) = an(l' — jl)ml (:17 — 1_;2)"”2 e (l‘ _ J_;r)mr,

mit my > 1 und > m; = n.

1=1:r

e m; heiBt Vielfachheit einer Nullstelle.

36.



Im z

Fundamentalsatz der Algebra Wiederholung: Komplexe Zahlen

Re z

Kérper und Analogie zu R?

Potenzen und Konvergenz inC

Potenzierung/Radizierung
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