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Erinnerung:
Fixpunktiteration

Idee: Durch die Folge (2 )nen, die definiert ist durch
2o €1, @pp1=f(zn), n=0,1,...

ist im Falle der Konvergenz bei stetiger Funktion f ein Fixpunkt gegeben.
Die Folge heiBt dann eine Fixpunkt-Folge.

2. Derechne SCINITTPUNKT Ger 1angente giT) = J\Zo) + J LTo)\Z — To) Mt

x-Ach

3. Wahle diesen Wert als neues z; und fahre fort
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Idee: Durch die Folge (z,)nen, die definiert ist durch
xo€Il, xzpi1=f(x,), n=0,1,..

ist im Falle der Konvergenz bei stetiger Funktion f ein Fixpunkt gegeben.
Die Folge heiBt dann eine Fixpunkt-Folge.




Idee: Durch die Folge (z,)nen, die definiert ist durch
xo€Il, xzpi1=f(x,), n=0,1,..
ist im Falle der Konvergenz bei stetiger Funktion f ein Fixpunkt gegeben.
Die Folge heiBt dann eine Fixpunkt-Folge.
Satz: (Bannachscher Fixpunktsatz in R)
Sei f : I — I eine Funktion die I C R in sich abbildet. Weiter gelte fiir alle x,y €
[f(z) = f(y)| < K|z —y|

mit einer von z,y unabhangigen Konstanten 0 < K < 1. Dann hat f genau
einen Fixpunkt € I und die durch x,,+1 = f(z,) definierte Iterationsfolge (z,,)
konvergiert fir jeden beliebigen Anfangspunkt xy € I gegen diesen Fixpunkt.
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Idee
Newton-Verfahren

Beobachtung: Di unkt-lterat

Idee: Nach der Taylor-Formel ist die Tangente fiir x in der Nahe einer Nullstelle & Iteration: Setze akso
Slx0)

o) = Jla) + f'(m)os —w0) =0 = zp=m = Tk

9l#) = [(2) + (@)= - %)
eine gute (erste) Niberung an die Funktion. Ein Algorithmus konnte also aus Dabei "z} # 0 gol
folgenden Schritten bestehen: abei muss f'(z) # 0 gelten

1. Wahle zg in der Nahe von .
2. Berechne Schnittpunkt der Tangente g(x) = f(zo) + f'(zo)(x — xo) mit
z-Achse.

3. Wiihle diesen Wert als neues x, und fahre fort

rung: |
| g_ Newton-
ter a t’ On X, ,;, X X Satz: (Newton-Verfahren)

Sei f : I — R eine auf einem Interva
ist durch zweimal stetig differenzierbare Funktiol
existiere K € R, 0 < K <1 mit
LerNerr |

n)y, n=0,1,...




Beobachtung: Die Fixpunkt-Iteration benotigt zwei wichtige Voraussetzungen:
1. f: 1 —1,
2. [f(z) = fy)| < K|z —y| mit |[K| <1, z,y € L.

Frage: Was konnen wir tun, wenn diese Voraussetzungen nicht erfullt sind?




Idee: Nach der Taylor-Formel ist die Tangente fiir z in der Nahe einer Nullstelle =

g9(z) = f(z) + f'(Z)(z — Z)

eine gute (erste) Naherung an die Funktion. Ein Algorithmus konnte also aus
folgenden Schritten bestehen:

1. Wahle zg in der Nahe von Z,

2. Berechne Schnittpunkt der Tangente g(x) = f(xo) + f'(xo)(x — z¢) mit
x-Achse.

3. Wahle diesen Wert als neues x; und fahre fort.




Iteration: Setze also

f(zo)

g(xz1) = f(zo) + f(zo)(x1 — 1) =0 = 11 =1z0— F(zg)’

Dabei muss f'(z) # 0 gelten.




Iteration: Setze also

f(zo)
f(zo)

g(z1) = f(zo) + f(zo)(x1 —20) =0 = 1 =m0 —

Dabei muss f'(z) # 0 gelten.

Allgemein: Definiere Iteration (Newton-Folge)

T )’
n

—~0,1,2,...
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Iteration: Setze also

f(zo)
f(zo)

g(z1) = f(zo) + f(zo)(x1 —20) =0 = 1 =m0 —

Dabei muss f'(z) # 0 gelten.

Allgemein: Definiere Iteration (Newton-Folge)

Tptl =Tp — =, n=0,1,2,...

f(wn)’

Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert die Newton-Folge?
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Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert die Newton-Folge?
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Newton-Verfahren

Satz: (Newton-Verfahren)

Sei f: 1 — R eine auf einem Intervall I O [zg — r,z9 + 7] (r > 0) definierte,
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0 fir alle z € I. Weiterhin
existiere K € R, 0 < K < 1 mit

%SK firallez el
und Fzo)
o _
(w0 <(1-K)r.

Dann hat f genau eine Nullstelle Z in 7 und die Newton-Folge konvergiert quadratisch
gegen Z, d.h. es gilt

i1 =2 < Claa —2)* (n=0,1,2,...)
mit einer Konstanten C' € R. AuBerdem gilt die Fehlerabschatzung

fn - 2 < L)

mit 0 < M = min|f’'(z)|.
el @ python
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Satz: (Newton-Verfahren)

Sei f : I — R eine auf einem Intervall I D [xg — r,x0 + 7| (r > 0) definierte,
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f’(x) # 0 fiir alle z € I. Weiterhin
existiere K € R, 0 < K <1 mit

f(z) " (z) )
|W SK furalle.’IJEI
und F(a0)
Zo
(o) <(1-K)r

Dann hat f genau eine Nullstelle Z in I und die Newton-Folge konvergiert quadratisch
gegen , d.h. es gilt

|Zps1 —Z| < Czn —2)? (n=0,1,2,...)
mit einer Konstanten C' € R. AuBerdem gilt die Fehlerabschatzung

|f (@n)
M

|z, — | < mit 0 < M = min|f’(z)].
zel

@ python
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Beweisidee:

e Definiere Hilfsfunktion g(z) =z — f’((a;))

e Definiere lterationsfolge z,+1 = g(xy)

e Wende auf die Iterationsfolge den Bannachschen Fixpunktsatz an.

15.



Beweisidee:

e Definiere Hilfsfunktion g(z) =z — f’((a;))

e Definiere lterationsfolge z,+1 = g(xy)

e Wende auf die Iterationsfolge den Bannachschen Fixpunktsatz an.

Bemerkungen:

e Newton-Verfahren funktioniert, wenn xy nah genug an Z liegt, denn dann ist
| f(xo)| klein und 7 > 0 und K > 0 konnen existieren.

e Quadratische Konvergenz bedeutet, dass der Approximationsfehler sich in je-
dem Schritt quadriert (Beschleunigung der Konvergenz!).

e Ein gutes z( findet man in der Praxis haufig durch ausprobieren...

e Das Verfahren kann verbessert werden, so dass fiir (fast) beliebige Startwerte
Konvergenz erzielt werden kann (gedampftes Newton-Verfahren).
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Motivation

Anwendungen von Kurven:
+ Satelliten-Bahnen
« Flug-Kurven
- Teilchen-Bahnen
- Bewegung von Korpern

Bogenlédnge einer Kurve

Tangeats: Zur Pacarmtartirtalong x1t)
MO _ (0 (i)

Dabei beaeichne #1¢) e Abletung von (1), wen ¢ de Zait ot

Kurven

Definition
Detmion: (Kureim )

56 C R und (0, C R sin shgmehlossenes ltervall. Jede Abbng

mit setig GMornzistaren Funksicnen =

Zer Darsteln dor Kuevenpanbce as dem B werden Spaltemebicess verwendst

i Kurvesatich el g, warn i ot & o] gt
(G’

e Paameterdartelung des Kunensichs it dem Parameter it egeben urch

7). wobe dec Anangsgunkt

Ene Ancinanderehung von Kunenstichen 1)
2" r) aespricht, bt Kerve

von I, dim Evdpunkt von K (i

Kurventangente

K ko man deinarn |

i)

vkt dar Kurve x(6)m Paske ({0, p0))”. —& .
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Motivation

Anwendungen von Kurven:
- Satelliten-Bahnen
« Flug-Kurven
- Teilchen-Bahnen
- Bewegung von Korpern




Motivation

Anwendungen von Kurven:
- Satelliten-Bahnen
« Flug-Kurven
- Teilchen-Bahnen
- Bewegung von Korpern

Hier:
Beschriankung auf R?!




'R2!

Definition
Definition: (Kurve im R?)

Sei G C R? und [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Jede Abbildung

x:[a,b) = G, x= (z1>,
mit stetig differenzierbaren Funktionen zy : [a,b] — R und z2 : [a,b] — R heiBt
Kurvenstiick in G mit

e Anfangspunkt x(a) = (z1(a),zo(a))T,
o Endpunkt x(b) = (z1(b),z2(b)) T,
e Spur {x(t)|a <t < b}.

Zur Darstellung der Kurvenpunkte aus dem R? werden Spaltenvektoren verwendet:

(:;) = (z1,22)".

Ein Kurvenstiick heiBt regular, wenn fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

(#1.(®)

Eine Parameterdarstellung des Kurvenstiicks mit dem Parameter ¢ ist gegeben durch

z1(t)
t) = .
x(t) (xz(t))
Durch wachsende Werte des Parameters ¢ ist fiir das Kurvenstiick eine Orientierung
gegeben.

Eine Aneinanderreihung von Kurvenstiicken K; (i = 1 : r), wobei der Anfangspunkt
von K; dem Endpunkt von K;_; (i = 2 : r) entspricht, heiBt Kurve.

24+ (zh(1)° > 0.
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Kurventangente

Tangente: Zur Parameterdarstellung x(t) einer Kurve kann man definieren:

x(t) = lim XU TR =x(®) _ (w'l(t)) = (‘i’l(t)) .

h—0 h x5 (t) Za(t)

Dabei bezeichnet @(t) die Ableitung von z(t), wenn t die Zeit ist.

Definition: x(t) heiBt Tangentenvektor der Kurve x(¢) im Punkt (z(t),y(t))".

x(t+h) Ax

x(1)

x(t)

n(t)

21.



Kurventangente

Tangente: Zur Parameterdarstellung x(t) einer Kurve kann man definieren:

x(t) = lim XU TR =x(®) _ (‘”ll(t)) = (‘i’l(t)) .

h—0 h x5 (t) Za(t)

Dabei bezeichnet @(t) die Ableitung von z(t), wenn t die Zeit ist.

Definition: x(t) heiBt Tangentenvektor der Kurve x(¢) im Punkt (z(t),y(t))".

x(t+h) Ax

x(1)

x(t)

n(t)

Bemerkungen

e Fir die Tangente 7" in t ) rgibt sich mit dem Anstieg tar

die Gleichung

Die Gleichung fiir die Normale lautet also

e Einen Normalenvektor (/) ir ),y(ty)) , d.h. n
aut x(t rhalt man durch
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Bemerkungen:

e Fiir die Tangente T in (ac(to),y(to))T ergibt sich mit dem Anstieg tana =

Y(to)

) die Gleichung

y=y(to) + g(t") (z — z(to)). o

e Die Normale N in (z(to), y(to))T steht senkrecht auf 7', hat also den Anstieg

tan(a + g) = sin(a +

) cos 1 z(to)

SIERLSIE]

cos(a+ %) —sina tan o y(to)

Die Gleichung fiir die Normale lautet also

y = y(to) - %(w ~2(t)).

e Einen Normalenvektor n(g) in (m(to),y(to))T, d.h. n(tg) steht senkrecht
auf x(tp), erhalt man durch

23.



Bogenldnge einer Kurve T

Sekantenlange: Die Lange der Sekante ¢ = x(t + h) — x(t) ist nach Pythagoras:

2

c= \/A,rf + Ay? = \;““(,r(/ +h) .r('/))2 t (!/(/ +h) —y(t))

Bogenldnge: Die Lange des Kurvenbogens As vom Punkt x(¢+ h) bis x(t) ist flr
kleines h etwa gleich der Sekantenlange: ¢ = As (h — 0).

y(t+h)]
o . . . vty
Andererseits ist die Bogenlange auch die Differenz der Kurvenlange s(t + k) und

s(t). Also bildet man

s(t+h)—s(t)  [(zt+h) —2z®)\* | [yt+h) —y®)\>
h -\ h h '

Fir z(t) und y(t) differenzierbar (z.B. regulare Kurven) lasst sich schreiben

ds . s(t+h)—s(t)
= lim
(

dt hso h VEE) + ()

24,



Bogenldnge einer Kurve

Sekantenlange: Die Lange der Sekante ¢ = x(t + h) — x(t) ist nach Pythagoras:

c=/Az?+ Ay? \ (@(t 4 h) ,ri/ll)z F (y(t+h) vz/(/‘;)“)

Bogenldnge: Die Lange des Kurvenbogens As vom Punkt x(¢+ h) bis x(t) ist flr
kleines h etwa gleich der Sekantenldnge: ¢ ~ As (h — 0)

Andererseits ist die Bogenlange auch die Differenz der Kurvenlange s(t + k) und
s(t). Also bildet man

s(t+h)—s(t) z(t+h)—z(t) ‘ y(t+h) —y(t) ’
h N \:“ ( h h '

Fir z(t) und y(t) differenzierbar (z.B. regulare Kurven) lasst sich schreiben

ds s(t+h)—s(t)

lim 2(t) + y2(t).
dt  h>0 h v Y

Bogenlange: (Bogendifferential)

ds 1= \/22(t) + y2(t)dt.

y(t+h)]
y(th

i

x(tirh) x:(t) X

heiBt Differential der Bogenlange (oder Bogenelement), wobei dt das Differential

der unabhangigen Variablen t ist.

25.



Kriimmung
einer Kurve

Anschaulich:
Kriimmung = Abweichung von Geraden

Also: Gerade habe die Kriimmung 0 (Null).

Definition (Mathematisch Formal )
Die Kriimmung einer reguliren Kurve x(t) = (x(t),»(£))7, ¢ € [a,b] mit zweimal
stetig diff"baren Funktionen z,y - [a,5] — R betragt im Punkt P(t) = (x(t}, u(t))™

()= i B0 _ da _ #0030
Y TR SN IO FI0)

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion [ : [a,5] — R
mit x(t) = (t, f(t))” gegeben ist, ergibt sich

®(t) = PR O
VIrE(FoR®
R = g} heiBt Krimmungsradius. e

26.



Anschaulich:
Krimmung = Abweichung von Geraden

Also: Gerade habe die Kriimmung 0 (Null).

27.



Anschaulich:
Krimmung = Abweichung von Geraden

Also: Gerade habe die Kriimmung 0 (Null). _/

y

Andererseits: L

Krimmung einer Kreislinie = K = Konst. '

28.



Anschaulich:
Krimmung = Abweichung von Geraden |

y

Also: Gerade habe die Kriimmung 0 (Null). _/

Andererseits: L

Krimmung einer Kreislinie = K = Konst. '

Mathematisch (Motivation):

; . A«
Krummung =k = lim —
As—0 As

29.



Definition (Mathematisch Formal):
Die Kriimmung einer regularen Kurve x(t) = (z(t),y(t))T, t € [a,b] mit zweimal
stetig diff'baren Funktionen z,v : [a,b] — R betragt im Punkt P(t) = (z(t),y(t)) "

As—0 As ds \/(xz t) Ty (t))3

Falls die Kurve als Graph der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
mit x(¢) = (¢, f(t)) " gegeben ist, ergibt sich

f”(t)
V(L+(£(2)%)?

k(t) =

R = ﬁ heiBt Krimmungsradius.
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Eigenschaften
der Krimmung

Bemerkung (posiive ued regative Kriimmung)

Durch wachsendes ¢ (baw. wachsende Bogenlinge (1) 5 eine Orentienng der Bemerkung (Kriimmungskreis):
wrve gegeben R Der Krimmungskreis einer Kurve im Punkt Py ist der Kreis,

Dic Kriimmung (1) it in sinem Puskt 7, = (z(to). o))" pesitv

foll der Anstieg at) der Tongenten wichst o der durch Py geht,

Rito) = iy, une

‘o dessen Mittelpunkt Mo auf der durch Py gehenden Normalen Ny legt.

 desen Radius gleich dem Krimmungsraius i

W50 o < g <o)

X(0)<0 fon > 00 > a3)
Beovachtungen
 Entlang der Orientarung der Kurve gt My auf der Normaen No rechts
Bemerkungen (Krummungsmittelpunic) e e packdem cb () <0
« Vou My aus in Richtung I gesehen, erscheint. die Kurve fir 1  Uslts)
. ipunke Mo des honkar
 Die Koordinaten (23 (t) s (1)) von Mo sind gegeben durch:
sy 20420
xu(t) = 2(0) - .
0= 210 =0 255500 syt
2(0)+ ()

wlt) = o) 480 i e
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Bemerkung (positive und negative Kriimmung):

Durch wachsendes ¢ (bzw. wachsende Bogenlange s(t)) ist eine Orientierung der
Kurve gegeben.

Die Kriimmung k(t) ist in einem Punkt Py = (z(to),y(to))" positiv bzw. negativ,
falls der Anstieg «(t) der Tangenten wachst oder fallt.

an

k() <0 (01 >ap > a2) k() >0 (a1 <ap<az)
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Bemerkung (Krimmungskreis):
Der Krimmungskreis einer Kurve im Punkt P ist der Kreis,

e der durch P, geht,
e dessen Radius gleich dem Kriimmungsradius ist: R(tp) = m und

e dessen Mittelpunkt M, auf der durch P, gehenden Normalen Ny liegt.
/
y .

\_ x(t,) t x(1)

n(t,
B ot
& (to)l I I I
12 3 4 5x
Krimmungskreis| \ Krimmungskreis
im Scheitel . im Punkt x(t,)
der Parabel xy,(t,)
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Beobachtungen:

e Entlang der Orientierung der Kurve liegt M auf der Normalen Ny rechts bzw.
inks der Kurve, je nachdem ob k(tg) < 0 oder (1) > 0.

e Von Mj aus in Richtung P, gesehen, erscheint die Kurve fiir t € Us(to)
konkav.

y " M,~x,(t,)

P

k() <0 (a1 >ap> as) k() >0 (a1 <ap<as)

34.



Bemerkungen (Kriimmungsmittelpunkt):
e Der Mittelpunkt My des Krimmungskreises heiBt Krimmungsmittelpunkt.

e Die Koordinaten (zps(t),ya(t)) " von My sind gegeben durch:

PPN SURS R0
wu(t) =2(t) =90 7 e =m0

- . i2(t) + 52(t)
ym(t) = y(t) + (1) &(t)ii(t) — y(t)E(t)
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Idee
Newton-Verfahren

Erinnerung:
Fixpunktiteration

Sdoe: Durch di Folge (.

Newton-Verfahren

o st dusch

nel, n=al,

ist i Falle der Komergens bei 1 o0 Frguni gegeben.

e Folge it dams eive Fip

e

Sotz: (Bannschacher Flpunktsatz i B)

S0+~ 1 se Funkton de | C R i sich abbider, Viciter gekte i alle 2, € 1
1fte) - fio)l s Kis =yl

it e von 3,y unabhingigen Korstantan 0 < K < 1. Dase hat | o
cinen Flapunkt 1 € 1 und die Surch £y1 — /(2] definete Reratorsiolg (z,)
w Ant el

& pyran

Kurven Kriimmung Eigenschaften
einer Kurve der Kriimmung
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