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Polynome

Polynom Horner Schema

Erinnerung: Polynom

plz) = Z ayz®

k=0:n

Beobachtung:

plx) = a2z + a2 ot aiz+ag
=2(anz" "+ ap1 2" 4+ ar) +ap

-1
=an2" +an_1z" 7+ arT + ap. =a(x(-+ (anT+an 1)+ _z) + -+ 1) +ap.

Horner Schema

Satz: Sei p(x) = Y3y, axz* Polynom. Sei weiter b, = a,, b; = a; + by 7 fir
k=(n—1):=1:0(dh k=n—1n-2...,1.0), und g(x) = Sy_p_y brs12*
Dann gilt fir  # xp
Y
-0 -0

1)




Polynom

Erinnerung: Polynom

p(x) = Z apz”

k=0:n

—apx” +a, 12" 1+ - +aiz + ag.

Beobac




Polynom

Erinnerung: Polynom

p(x) = Z apz”

k=0:n
—anx” + an 12" 1+ -+ a1z + ao.

Beobac

Frage: Wie auswerten?




Horner Schema

Beobachtung:

p(z) = apz™ + ap_12" 1 + - + a1 + ag
=z(ans" ' +an—12" 7+ +a1) + a
T+ ag. =z(z(--- (anx + an-1) + an—2) +--- +a1) + aop.




Beispiel
Beispiel: n =4

pa(x) = asxt + a3z’ + asx® + a1z + ag
= x(z(x(agx + az) + a2) + a1) + ap.




Beispiel

Beispiel: n =4

pa(x) = agx* + a3z’ + asx?® + a1z + ag
= x(z(x(agx + az) + a2) + a1) + ap.

Idee: Rekursives Berechnungsschema fiir die Berechnung von p4(zo).

by = ay

b3 = a3z + baxg
ba = ag + b3z
b1 = a1 + baxo

bo = ag + bi1xo = pa(xp)




Beispiel

Beispiel: n =4

pa(z) = agz* + a3z’ + asx® + a1 + ag
= x(z(x(agx + az) + a2) + a1) + ap.

Idee: Rekursives Berechnungsschema fiir die Berechnung von p4(zo).

by = ay

bs = a3 + byxg

ba = az + b3z

b1 = a1 + baxg

bo = ap + b1xo = pa(zo)

ay as as aq agp
+ b4$0 b3$0 b2$0 b1 i)

zox | by / b3 /0 ba /0 b1/ by =q(xo)




Horner Schema

Beobachtung:

p(z) = apz™ + ap_12" 1 + - + a1 + ag
=z(ans" ' +an—12" 7+ +a1) + a
T+ ag. =z(z(--- (anx + an-1) + an—2) +--- +a1) + aop.




Horner Schema

Beobachtung:

p(z) = apz™ + ap_12" 1 + - + a1 + ag

=z(ans" ' +an—12" 7+ +a1) + a

T + ao. =z(z(- - (an® + apn-1) + apn—2) + -+ -+ a1) + aop.
an an—1 co ail ao
-+ bnxo . e boxg bixo
Tox |bp=an, /" bp_1/ -/ b/ bo=p(xo).




Horner Schema

Satz: Sei p(z) =Y ,_,., axx” Polynom. Sei weiter b, = a,, b; = a;j +bj 170 fir
k=(mn-1):-1:0(dh. k=n—1,n—2,...,1,0), und g(z) = > 4_o.,,_1 bk+12".
Dann gilt fur = # xg

bo
=g(z) + :
r — X T — Xy

1




Polynom-
Entwicklung

Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p,,(x) lasst sich fiir beliebiges x € R darstellen:

Pul@) = a0 + a1 (@ = 20) + -+ + an(x — 30)"
= Z ag(x — x0)*.
k=0:n
Esgilt (k=0:n):

_ p(x)
ak ="

Frage: wie grod




Polynomdarstellung mit einer Entwicklungsstelle

Satz: Jedes Polynom p,(x) lasst sich fiir beliebiges x¢ € R darstellen:

Pn(x) = ap + a,l(x — xo) 4+ ... 4+ an(iB . xo)n

= Z ak(fc—l‘o)k-

k=0:n

Es gilt (k =0:n):

k
. pv(z )(5170)
ap = ! .




ung

Taylor Polynom

Vorbemerkung

Beobachtung: Falls f : D — R n-mal differenzierbar ist,

und falls ®
n@= Y ey,
heOin
50 ist
T (o) = fM (o)
firk=0:n.

Definition

Definition:

® Das Polynom “
— (o)
Thfx) = k:X&Z“ e,
heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fir die Funktion f.
« p heibt dann die Entwicklungsstelle.

o Die Kurven y = T,,(x) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(x) in der Umgebung von z = xq.

Restglied
Wenn f(r) 2 Ty (), dann kann man den Fehler ausdrixcken als

Ry(2) = f(2) - Ty(z).

Frage: wie grob ist R,(z)?

Im Allgemeinen: R, (x

hangt von f und xq ab

Satz v

Satz: Sei f: 1 —)R auf dem |




Vorbemerkung

Beobachtung: Falls f : D — R n-mal differenzierbar ist,

und falls -
/ Lo
To(z) = k(, (0 - a0)t,
k=0:n

So ist
T8 (z0) = f*) (o)

fur k =0:n.




Vorbemerkung

Beobachtung: Falls f : D — R n-mal differenzierbar ist,

und falls -
/ Zo
Tn(CIZ) = Z —k’(‘ )(CL’ —Zl?o)k,
k=0:n
So ist
TF) (z0) = ™) (z0)
fur k =0:n.

Interpretation: T),(x) ist ein Polynom, das an der Stelle z = z
mit f in allen Ableitungen (bis zur n-ten Ordnung) lberein stimmt.

Dieses Polynom ist das einzige mit dieser Eigenschaft.




Definition

Definition:

e Das Polynom

®) (0 .
To(z) = Y _ L) (4 o),

k!
k=0:n

heiBt Taylor-Polynom n-ten Grades fur die Funktion f.
e 1z heiBt dann die Entwicklungsstelle.

e Die Kurven y = T},(z) heiBen Schmiegeparabeln an die
Kurve y = f(x) in der Umgebung von = = xy.




Restglied

Wenn f(z) ~ T},(x), dann kann man den Fehler ausdriicken als

R, (z) = f(z) — Tn(x).
Frage: wie groB ist R, (x)?

Im Allgemeinen: R, (x) hangt von f und z¢ ab.




x) = Ta(x).

Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter ¢ € I fest.

Dann gibt es fiir alle z € I und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein & zwischen z und z¢, so dass

(k)
f@y= Y 1260 o i Ry

|
k=0:n k!

mit
- f(n+1)(§) 1
Ry(z) = n—!p(w — )P (z — )" P
Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied R,,(z)
in der Schlomilch-Form. e




x) = Ta(x).

Satz von Taylor

Satz: Sei f: I — R auf dem Intervall I (n + 1)-mal differenzierbar.
Sei weiter ¢ € I fest.

Dann gibt es fiir alle z € I und zu jedem p € {1,2,...,n+ 1}
mindestens ein & zwischen z und z¢, so dass

(k)
f@y= Y 1260 o i Ry

|
k=0:n k!

mit
- f(n+1)(§) 1
Ry(z) = n—!p(w — )P (z — )" P
Die erste Formel heiBt Taylor-Formel mit dem Restglied R,,(z)
in der Schlomilch-Form. e




Bemerkungen:

Interessant ist oft vor allem die Form des Restgliedes R, ().

|R,,(z)| gibt den Fehler bei der Approximation 7,,(z) ~ f(z) an.
Wiinschenswert ist obere Schranke, unabhangig von &.

Haufig verwendet man die Lagrange-Form von R, (z) (p = n + 1) fir die
Abschatzung:

SO (o + 0(x — a))
(n+ 1)z — zo)" (1 — )"’

R, (z) = (0<0<1).

Der Spezialfall der Taylor-Formel fiir zo = 0

(n+1) (g
f ( Q?) xn—}—l

f*) (0 .
flz) = Z !( )xk + R, (z), mit R,(x) = (nt 1)

k
k=0:n

hei3t McLaurin-Formel.




Beispiel

McLaurin-Formel fiir sin(x)

Beispiel: Sei y = f(x) = sinz mit z € R. Dann gilt
1®) () = sinfx + kg)
1#(0) = sin(k3)
Fiir gerade k = 20 bzw. ungerade i = 2v + 1 gilt also
F@(0) = 0, baw. FE(0) = (~1)".
Das Taylor-Polynom ist dann gegeben durch

JENIEY

Tanyalz) = ,?_}"‘*””m
2 lﬁ""*"”"(::“),y
Es gilt also .
sinz = ";”(4)"(2"’*7“” + Ryniafz)
" Riynsalz) = (-1)"* % sin(fx).

Tr;,m
X

2
123 E
et X

f(x)wcos x
2
=13

(3]




McLaurin-Formel fiir sin(x)

Beispiel: Sei y = f(z) =sinz mit x € R. Dann gilt

ﬂ“@):gmx+kg)

F*(0) = sin(k<)

Fur gerade £ = 2v bzw. ungerade k = 2v + 1 gilt also
F®(0) =0, bzw. fE*D(0) = (-1)".

Das Taylor-Polynom ist dann gegeben durch

x2u+1
Ton = 1) ——
2n+2(2) V;%( oY)
11:3 .'155 n x2n+1
e T N R}
Es gilt also
) . $2u+1
mit
x2n+3
Ronya(z) = (1) sin(fz).




y
T,(x)
X
= 2 4
i —1.X . X
LO=1- 51
-1-
f(x)=cos x
2
X
T’(X)=1-2—!
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Taylor Polynom

Polynom- Satz von Taylor
Entwicklung
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