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Erinnerung

Grenzwert

Definition: Sei f: D — IR eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
€ > 0 ein é > 0 existiert, so dass fir alle x € D mit |z —a| < 6, x # a, gilt:

|f(z) — gl <e

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(z) bezeichnet.



Grenzwert

Definition: Sei f: D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle z € D mit |z —a| < 9, = # a, gilt:

f(z) —g| <e.

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(z) bezeichnet.



Folgen reeller
Zahlen

Nullfolge

Zahlenfolge e

Definition:
o Eine Abbildung 72N+ R, a, — f ie jeder natiiichen Zahl genau eine
reelle Zahl zuordnet, hesfit unendliche Zanlenfolge

® Bezeichnungen fur urend ichen Zahlenfolgen: o Joen oder (@q).
® o, bezvichnat das n-te Glied dor Zahlenfolge

« Eine Abbildung § : {1,2,.... N} — R die lediglich die Zahlen zwischen 1 und
N in B abbiidet, heift endliche Zahienfolge, ader N-Tupel (6,,az....,ax)

Demeskung:
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Eigenschaften von Nullfolgen
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Zahlenfolge

Definition:

e Eine Abbildung f: N — R, a,, = f(n), die jeder natiirlichen Zahl genau eine
reelle Zahl zuordnet, heiBt unendliche Zahlenfolge.

e Bezeichnungen fiir unendlichen Zahlenfolgen: (a,)nen oder (ay,).
e a, bezeichnet das n-te Glied der Zahlenfolge.

e Eine Abbildung f: {1,2,..., N} — R, die lediglich die Zahlen zwischen 1 und
N in R abbildet, heiBt endliche Zahlenfolge, oder N-Tupel (a1,az2,...,an).

Bemerkung: Da der Bildbereich einer Folge in R liegt, kann es Haufungspunkte
geben!

Beispiel: (a,) = {1 — ,,l] : n € N} hat Haufungspunkt 1.



Nullfolge

Definition: Eine Folge (a,)nen heiBt Nullfolge, falls zu jedem € > 0 ein Index
nog € N existiert, so dass
lan| < € Vn > nyg.

Schreibe: lim,, ., a, = 0 oder a,, — 0 fur n — oo.



Eigenschaften von Nullfolgen

Satz:

1. Ist (ay,) eine Nullfolge und gilt fiir eine Folge (b,,)
bn| < lan| Vn eN,

so ist auch (b,,) eine Nullfolge.

2. Sind (a,) und (b,) Nullfolgen, so sind die Folgen

(an +bn), (@n —by), (an - by), (a¥), und (cay)

mit beliebigen Konstanten £ € N und c € R ebenfalls Nullfolgen.

@



Grenzwerte von
Folgen

Cauchy-Folge
Definition

Erinnerung: Eine Folge R, wenn
. edem ¢ () einn
Dafinition: Eive relle Zalenole ey komoergient e dane e sive Jedem -
reelle Lol e
» heiftt Crenzavrt ader Limes cor Faga i, ) . i )
Definition: Eine reelle Zahlenfolge (a,)}.en heiBt Cauchy-Folge. falls zu jedem

L e i ¢ > 0 ein Index ng ¢ M existiert, so dass

|ag = ap| <€ Yim,n > ng.

Eigenschaften von Folgen
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Definition

Definition: Eine reelle Zahlenfolge (a,)n,en konvergiert genau dann gegen eine
reelle Zahl ¢ € R, wenn

(an — a)nen Nullfolge ist.
a heiBt Grenzwert oder Limes der Folge (a,,).

Schreibe: lim,,_,,, a,, = a oder a,, — a fur n — oo.



Cauchy-Folge

Erinnerung: Eine Folge (a,,) konvergiert also genau dann gegen a € R, wenn zu
jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass fur alle n > ng gilt:

la, —al <e.
Definition: Eine reelle Zahlenfolge (a,)nen heiBt Cauchy-Folge, falls zu jedem
e > 0 ein Index ng € N existiert, so dass

lan, — am| <€ VYm,n > nyg.



Cauchysches Konvergenzkriterium

Satz: Eine reelle Zahlenfolge (a,,) konvergiert genau dann,
wenn (a,) eine Cauchy-Folge ist.



Eigenschaften von Folgen

Definition:
1. Wenn es fiir (a,)nen ein beschranktes Intervall [A, B] C R gibt mit
A<a, <BVneN,
so heiBt (a,) beschrankt.

2. A heiBt untere Schranke der Folge. Das groBte mogliche A heiBt Infimum
von (a,) und wird mit inf, cn a, bezeichnet.

3. B heiBt obere Schranke der Folge. Das kleinste mogliche B heiBt Supremum
von (a,) und wird mit sup,,cn @, bezeichnet.

4. (a,) heiBt monoton steigend, falls

anp < apy1 VneN.
5. Entsprechend heiBt (a,) monoton fallend, falls
Ap > Apy1 VN €N

6. Als Teilfolge von (a,) bezeichnet man jede Folge

Upys Qngs v vy Qnyy - KUIZ (Gp, ) keN

mitng <ng <---<ng<---, (ng €N).



Satz (Bolzano-Weierstrass):
1. Jede beschrankte reelle Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.

2. Jede beschrankte monotone Zahlenfolge konvergiert.



Stetigkeit

Definition s
Definition: atz

1. Eine Funktion f: 12 — R ist linksseitig stetig im Punkt a@, € [}, wenn . . X L
Satz: Die Funktion f: D » R D¢ R, ist genau dann stetig in g ¢ D, vienn zu
lim [{x) = Sl jedem ¢ == 0 &in § = 0 existiert, so dass gilt:
xS an

reDA - <d = |flx) - fizg)

2. Eine Funktion j : D » R ist rechtsseit’g stetig im Punkt @y ¢ D, wenn

lim fix) = fz,).
. Jlr)= 1

3. Eine Funktion [ : 1) — R ist stetig im Punkt »y; £ 12, wenn @

B fiw) o~ lm flx) — lan fw) o )
e w ag sy

Definition: Sei 1 « I£ offene lellmenge. Line Funktion f: L2 — K heift auf U
sletig, wenn fur alle wy < D gl

T fiw) = fien)
= dag

GleichméaBig Stetig

Erinncrung: Die Tunktion [ s g nowg 0
wenl zu jedenm e = en @ = ) existiedl

Tc Ty GREIRNEN
Bemerkung. 4 ist m Allgemeiner vor x und dem _aveiigan oy abbangie!

Definition. Fal's ¢s fur ene Funklion /@ D — 2 2y jedem ¢ = 0 ene Zanl § =0
gibie, 5o mans

V= ] e T ale g

=D micle—y <4

so h2ibt 7 gleichmidig stetig.
Bemerkung: Ist [ auf enen
ann ist [ dort auch gleicha




Definition

1. Eine Funktion f : D — R ist linksseitig stetig im Punkt xg € D, wenn

Jim f(z) = f(zo).

2. Eine Funktion f: D — R ist rechtsseitig stetig im Punkt zg € D, wenn

mli\n;() f(z) = f(xo).

3. Eine Funktion f: D — R ist stetig im Punkt xo € D, wenn

lim f(z)= lim f(z)= lim f(z)= f(xzg).

T (0 x T T—T0

Definition: Sei D C R offene Teilmenge. Eine Funktion f : D — R heiBt auf D
stetig, wenn fur alle xg € D gilt

lim f(z) = f(zo).

T—rIT(



Satz

Satz: Die Funktion f: D — R, D C R, ist genau dann stetig in xog € D, wenn zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass gilt:

reDAN|lx—x9| < = |f(x)— flzg)| <e.

©)



GleichmaBig Stetig

Erinnerung: Die Funktion f: D — R, D C R, ist genau dann stetig in ¢ € D,
wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt:

rEDAN|lx—zo| < = |f(x)— f(zg)| < e

Bemerkung: 0 ist im Allgemeinen von € und dem jeweiligen zo abhangig!

Definition: Falls es fur eine Funktion f : D — R zu jedem € > 0 eine Zahl § > 0
gibt, so dass

|f(z) — f(y)| < e firalle x,y € D mit |z — y| < 6,

so heiBt f gleichmalig stetig.

Bemerkung: Ist f auf einem abgeschlossenen Intervall stetig,
dann ist f dort auch gleichmaBig stetig.



Unstetigkeiten

Unstetig

Beobachtung: Gltan .y & 7

L f

Sied = lim M)
B e

5o ist ry Unstetigheitsstelle von £,

Beispiele
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Hebbare Unstetigkeit

Bemerkung: Gilt an 7z © 2
_-l,i»"lx‘.. Sz =g ,li\"f,‘“ Sz}, aber flzy) # o
%0 ist f in g unstetig. Aber die Funktion
flzx). falls x £ x4

=)= { g, falls x =z,

ist stelig. xq heiBt hebbare Unsletigkeitssielle,

Klassifizierung der Unstetigkeit

Bemerkung:
® [alls e sy, S0 und ling . fr] brice existieren, aber verschieden sind
(Sprungsteile), so ist oy cine Unstetigksitsstelle erster Art.

# Falls mindestens €'ner der beiden einseitigen Limite Lixt, ». (=) und lim, .. fix]
nicht exstiert oder umeigentlicn ist, so ist &, eine Unstetizkeitsstelle zweiter

ArL.
ben Unstel gkeil in ey = 0 sprichl man bespielsweise

® Von einer sl lalori
bei der Funktion J



Unstetig

Beobachtung: Gilt an z¢o € D

Jm f (x) # Am f ()

so ist ¢ Unstetigkeitsstelle von f.



Hebbare Unstetigkeit

Bemerkung: Gilt an z¢g € D

Jim f(z) =g = lim f(x), aber f(z0) # g

so ist f in xg unstetig. Aber die Funktion

[ (x) = { f(x), falls x # xg

g, falls x = z,

Ist stetig. xg heiBt hebbare Unstetigkeitsstelle.



Klassifizierung der Unstetigkeit

Bemerkung:

o Falls lim, 5, f(z) und limg\ 4, f(x) beide existieren, aber verschieden sind
(Sprungstelle), so ist zy eine Unstetigkeitsstelle erster Art.

e Falls mindestens einer der beiden einseitigen Limite lim,_»,, f(x) und limg\ 4, f(x)
nicht existiert oder umeigentlich ist, so ist xg eine Unstetigkeitsstelle zweiter

Art.

e Von einer oszillatorischen Unstetigkeit in g = 0 spricht man beispielsweise
bei der Funktion f(z) = sin 2

T



Hebere Unstetigkeit:

Unstetigkeit 2. Art:

Beispiele

f(x)

_J |=z|, falls x #0
hiz) = { 2, falls z = 0.

f(x)

1 fallsz #0
fs(z) = { 0, falls z = 0.

f(x)

Unstetigkeit 1 Art:

fo(z) =

-1

J%l, falls x # 0
0, falls z = 0.

f(x)

Oszillatorische Unstetigkeit:

i) = {

sin(}), falls z # 0
0, falls z = 0.



Eigenschaften
stetiger Funktionen

Nullstellensatz

Satz: Se § - o, i —+ R stetig o~d haben
fizhund fit) unterschizdlichs Veezzichen (dh. fla) - £l0] < L),
Dann besitzt | in Ja.4] mindestens eine Nulstelle,

Banwukirg  Heaulel s wraallhialivonmpaselalies

Weitere Eigenschaften

Vesdosttete Furiktionen: S 10 A — 5 in 1y, stetiy

und 0. 22 2 e
Dernist pa fizh: A — C stmig in e,

Elementare Funktionen: S0 f 04+ 07 clamentar
Cann st f auf jecem Inte~all £ D stesig
ek ) d gen Definitiznsoee reibe [Vorlesung W
Umkcheluunktian 5ci 7.7 3 2 steeng manctan

une stedip sul den Intarvall £,

Dann & dis Lnbehif.sen /0 sterig 52 - S0

Zwischenwertsatz

Satz: Sei [: a, b —+ B stetig und Slul < g < fib

Dann existicrt mindestens ein . o < & = b mit

iz =y
Also. nimmt cine stetige Funktion [ jeden Wert §

zwischen fia) und f{b) an.

Beweisidee: Wende den Nullstellensatz auf »( f an

Rechenregeln fiir stetige Funktionen
Sind [ und g stetig im Punkt g, so sind auch

F+6 f—g, f-g, und § (glxn) # 0)

stetig in wo.



Nullstellensatz

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und haben
f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen (d.h. f(a) - f(b) < 0).
Dann besitzt f in |a, b] mindestens eine Nullstelle.

Bemerkung: Benutzt beim Intervallhalbierungsverfahren.

Beweisidee: Verwende Intervallhalbierungsverfahren und konstruiere Folge,
die aufgrund der Stetigkeit gegen eine Nullstelle konvergiert.



Zwischenwertsatz

Satz: Sei f : |a,b] — R stetig und f(a) <y < f(b).
Dann existiert mindestens ein z, a < z < b mit

f(z) =17
Also, nimmt eine stetige Funktion f jeden Wert g

zwischen f(a) und f(b) an

Beweisidee: Wende den Nullstellensatz auf g(x) := f(x) — ¢ an.



Rechenregeln flr stetige Funktionen

Sind f und g stetig im Punkt zg, so sind auch

f49, f—g, g, und g (9(z0) # 0)

stetig in xg.



Welitere Eigenschaften

Verkettete Funktionen: Sei f : A — B in z( stetig
und g : B — C in f(xq) stetig.

Dann ist go f(x) : A — C stetig in x.

Elementare Funktionen: Sei f : A — B elementar.
Dann ist f auf jedem Intervall I C D stetig,

Umkehrfunktion: Sei f : I — R streng monoton
und stetig auf dem Intervall 1.

Dann ist die Umkehrfunktion f~! stetig D = f(I).



Erinnerung Folgen reeller Grenzwerte von Stetigkeit Unstetigkeiten Eigenschaften
Zahlen Folgen stetiger Funktionen
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