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Motivation

Nullstellen

Haufige Problemstellung: Finde & € I, so dass

Jlz)=0,
wobei Beispiel
. f L= R, Polynom: Folzende Gleichung ergibt sich zus Standfestigheitsberecanung:
o I —[a,b] ek PR P R ISP 1 S TR 4
GesuchL: Losungen in Intervall 7= [0,1]. aSAd
' i
Definition: Diejenigen = € I mit f(x) = 0 nennt man Nullstellen. Lbebarkeit: : s

w0 st we Glichung immer losbar [undamentalsaie der Algebra). ==

o In Ronicht zaraatiet, aiso Versach 2 ner Naherars

@ laterizlgrenzan el — 023 = 0 und pgl 11— 2,212 = ©

= e Farkuon ununteckrochen, denn muss pyle) = O existierer,

— ldee: Hultiere das Intereall und suche we ter,

Algorithmus

Intervallhalbierungsverfahren: Ist f : 7 — R, I — [a. 4], stetig (noch zu cefinieren)

und gilt sign{ f{a)) # sign{ f(b)), so kann man mit lelgenden Schritten eine Null-
stelle von f approximieren:

Sei f{n) < 0 und f(b) = 0 und sei « = 0 eine Toleranz.

1. Halbiere das Intervall: ¢ = ﬂzi’
2. Berechne f(e).

e Falls f(e)| < €, so ist die gesuchte Nullstelle gefunden. ENDE.
e Falls [{c)| = ¢, dann setze:

a i ab e falls fc) =0,
a+ ¢ b b, falls fic) < 0.

Gehe zu 1.
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Nullstellen

Haufige Problemstellung: Finde x € I, so dass

flz) =0,
wobei
o f:] — R,
e [ =|a,b] €R.

Definition: Diejenigen x € I mit f(x) = 0 nennt man Nullstellen.



Beispiel

Polynom: Folgende Gleichung ergibt sich aus Standfestigkeitsberechnung:

pa(z) =zt + 23 4+1.662 22 —x —0.25 = 0. Al

. . f(x) =p,(x)
Gesucht: Losungen im Intervall I = [0, 1]. !

Losbarkeit:

0 -
04”7 o8

e In C ist die Gleichung immer |osbar (Fundamentalsatz der Algebra).
e In R nicht garantiert, also Versuch einer Naherung:

— Betrachte Intervalgrenzen: ps(0) = —0.25 < 0, und p4(1) = 2,412 > 0.
— Wenn Funktion ununterbrochen, dann muss p4(z) = 0 existieren,

— |dee: Halbiere das Intervall und suche weiter.



Algorithmus

Intervallhalbierungsverfahren: Ist f : I — R, I = [a, }], stetig ,
und gilt sign(f(a)) # sign(f(b)), so kann man mit folgenden Schritten eine Null-

stelle von f approximieren:
Sei f(a) <0 und f(b) > 0 und sei € > 0 eine Toleranz.

1. Halbiere das Intervall: ¢ = ‘LT”’.

2. Berechne f(c).
e Falls |f(c)| < ¢, so ist die gesuchte Nullstelle gefunden. ENDE.
e Falls |f(c)| > €, dann setze:

a <+ a,b<« ¢, falls f(c) >0,
a <+ c,b+ b, falls f(c) <0.

Gehe zu 1.



Voraussetzung fur die Funktion

f(x)

Funktion darf nicht springen!



Grenzwert

Grenzwert

Definition: Sei J: D+ & eine Funklion, sei w ¢ D ein Haulungspunil in D.
Ein Werl g © & heiBl Grenaverl der Funklion " an der Stelle w, wenn cu jedemn
¢z Oein & 0 existiert, so dass fur alle ¢ D mit [g o < 6 x /. gilt:

Y — y e
Der Grenzviert wird mit g = lim, ,, f(2) bezeichnet.

Bemerkung:

e o muss nicht Element des Definitionshereichs ¢er Funklion sein.

® o muss nicht Element des Wertehereichs aer Tun<tion sein

Definitionen

Definition: Sei f: R —» R eine Funktion, sei rg e Rund D < dec B @
o Die Menge Us(xy) = {r € R: |z — x| < 8} heiBt i-Umgebung von zy.

o Entsprechend ist U, (f(xo)) = {f(x) € R : |f(x) — flzo)| < €} eine
e-Umgebung von f(zy).

o D C R heiBt offene Menge in R, wenn zu jedem x € D &n § > 0 gefunden
werden kann, so dass Uy(r) < D.

e r € R heifit Randpunkt, falls x nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder H it
Umgebung l,',,(;;‘g'i)bl - mvndele':xs enielD un: ein g D, " Llnks-/ReChtsse’tlger Grenzwert

o a heiBt Haufungspunkt von D, wenn in jeder 6-Umgebung Us(a) mindestens
ein z # a, x € D, existiert.
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Definitionen

Definition: Sei f : R — R eine Funktion, sei zp € R und 0 < §,¢ € R.

Die Menge Us(xzg) = {x € R: |z — x| < d} heiBt 5-Umgebung von z.

Entsprechend ist Uc(f(x0)) = {f(x) € R: |f(x) — f(zg)|< €} eine
e-Umgebung von f(xg).

D C R heiBt offene Menge in R, wenn zu jedem x € D ein 6 > 0 gefunden
werden kann, so dass Us(z) C D.

x € R heiBt Randpunkt, falls  nicht innerer Punkt und es gilt: In jeder
Umgebung Us(z) gibt es mindestens ein Z € D und ein & ¢ D.

a heiBt Haufungspunkt von D, wenn in jeder 6-Umgebung Us(a) mindestens
ein x # a, x € D, existiert.

@



Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Ein Wert g € R heiBt Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x € D mit |z — a| < 6, = # a, gilt:

[f(z) — gl <e.

Der Grenzwert wird mit g = lim,_,, f(x) bezeichnet.

Bemerkung:
e a muss nicht Element des Definitionsbereichs der Funktion sein.

e g muss nicht Element des Wertebereichs der Funktion sein.



Links-/Rechtsseitiger Grenzwert

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.

Ein Wert g € R heiBt linksseitiger (rechtsseitiger) Grenzwert der Funktion f an der
Stelle a, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fur alle x € D N Us(a)
mitz<a(r > a), gilt:

[f(z) —g] <e
Der linksseitige (rechtsseit % ) Grenzwert wird mit g = lim, 40 f(2) = lim, », f(x)
(g —lim, ., o flx)=lim,, [(r)) bezeichnet.

Bemerkung: Der Grenzwert lim,_,, f(x) = g existiert genau dann,
wenn der limy ~, f(z) und limg\ o f(x) existieren und Ubereinstimmen. @



Uneigentlicher Grenzwert

Vorbemerkung: Fir x — oo oder f(z) — oo
muss die Definition modifiziert werden!

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, sei a € D ein Haufungspunkt in D.
Die Funktion f hat einen uneigentlichen Grenzwert, geschrieben lim,_,, f(x) = oo,
falls gilt: Zu jedem (beliebig groBen) ¥ > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle =
mit |z —a| < 6

f(z) > U.



Rechnen mit
Grenzwerten

Konvergenzordnung
Grenzwertséatze

Definition: Sei lim, ., f(x) = 0 und es gebe k > (), so dass

| ()]
w2 s o s " m ——-=c>0
Satz: Betrachte fiir die folgenden Regeln jeweils einen der Fille: z—+a |z —a|t
xora. xS0, TNA, T o0, # b0, Dann verschwindet f(x) fir  —+ @ von der Ordnung k. Schreibe auch

N — Ol ky g
Setze voraus, dass die jeweiligen Grenzwerte existieren, dann gelten: J(z) = Ol — o) fir & —+ a.

1 lim{f + g) = lim § + lim g, Sei lim, ., f(2) = o0 ( und es gebe k > (), so dass

2. lim(f - g) = lim f - lim g, lim |f(z)| |z —al* = c>0.

3. lim é - %‘é falls lim g £ 0, S Dann geht f(x) fur x — a von der Ordnung k gegen oc . Schreibe auch
4. f<g = limf < limg, f(z) = 0|z — a| ") fiir x = a.

5. M= g<hundlimf—limh—y = ling—y. @

Grenzwerte in Abhédngigkeit
von Ordnungen

Satz Sei f(r) = O(|x ~ a|”) und glx) = O(ir ~ a|*). Dann folgt
f(x) f
lim 225 = 0, falls 0 > § und lim 220 = £o0, falls o < 4,
soen glr) s-es glx)

Se [z Ofle = al™) mit a > 0 und glx Oz ~ al”) mit 7 < 0, Dann folgt

lim f{x) = 0 und Nm g(r) o
ra ave



Grenzwertsatze

Satz: Betrachte fur die folgenden Regeln jeweils einen der Falle:
xr—a x,/a, T\ya IT—00, T — —00.
Setze voraus, dass die jeweiligen Grenzwerte existieren, dann gelten:
1. im(f + ¢g) =lim f + lim g,
2. lim(f-¢g) =1lim f-limg,
3. lim £ = IS f3)ls lim g # 0,
4

g limg'

. f<g = limf <limg,

5. f<g<hundlimf=Ilimh=9y = limg=y.



Bemerkungen: Die Regeln gelten analog auch fur unbestimmte Grenzwerte.
1. oo — 0o sei ausgeschlossen, oo + oo = 0o sei vereinbart.
2. 0- o0 sel ausgeschlossen, oo - =00 = %00 sel vereinbart.
0

3. 22 sei ausgeschlossen, — = 0 sei vereinbart.
o0 +o0

Im Falle weiterer Unbestimmtheit konnen die Satze nicht angewandt werden.



Konvergenzordnung

Definition: Sei lim,_,, f(x) = 0 und es gebe k > 0, so dass

@)

m—>a|x—a|k =c> 0.

Dann verschwindet f(x) fiir x — a von der Ordnung k. Schreibe auch
f(z) = O(|z — alF) firr x — a.
Sei lim,_,q f(z) = oo (oder —o0) und es gebe k > 0, so dass

. __k::
lim [£(2)| |z~ al* = > 0.

Dann geht f(x) fur z — a von der Ordnung k gegen oo (oder — o). Schreibe auch

®

f(z) = O0(Jz — a|™%) fiir z = a.



Konvergenzordnung flir unbestimmte Grenzwerte

Analog: Sei lim; ,o, f(x) = 0 und es gebe k > 0, so dass
- k o
lim [z[*| f(z)] = ¢ > 0.
Dann verschwindet f(x) flir x — oo von der Ordnung k. Schreibe auch
f(z) = O(|z| %) fir x — oo.

Sei lim, o f() = oo (oder —o0) und es gebe k > 0, so dass

@)

r00 |x|F

= c > 0.

Dann geht f(x) fir z — oo von der Ordnung k gegen oo (oder —o0). Schreibe
auch

f(z) = O(|z|F) fiir x — oo.

Analoges gilt fur £ — —o0.



Grenzwerte in Abhéangigkeit
von Ordnungen

Satz: Sei f(z) = O(|z — a|®) und g(z) = O(|z — a|?). Dann folgt
f(z) f(z)

lim —= =0, falls « > 8 und lim —/= = +o00, falls a < .
r—a g(a',') r—a g(m)

Sei f(z) = O(|z — a|®) mit & > 0 und g(z) = O(|z — a|]®) mit B < 0. Dann folgt

lim f(z) =0 und lim g(z) = *o0.

r—ra —a
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