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Ungleichungen
und Betrage

Grundlage: Axiome Rechenregeln fir Ungleichungen

Rechenregedn: Seicn o, b2 12 und @ = b Dann gils:
Axioin 1: Seien 2,y & B be ebiz, Darm gelie zenaa eine der Seceturzen:
L S

1. %e

BRI I
Axiom 2: Ez gelte dix Imolikatice:

rayie Sl S mleagih

Axivin 3: Ez gelte div mplikstion

I I

Rechenregeln fiir Betrédge Definition des Betrages

Rechenregeln: Seien a,b € K. Dann gilt: Betrag: = & k. cann st || definiert:

wo falls
1. |a-b = |a|-|b =4 0 talls
lal w falls
2. ¢l = og falls b # 0 ol
3. Jal<b & -b<a<b
4. |a+ b < |a| + |b| (Dreiecksungleichung) fwk-in

5. |a+b| = |a| — [b]|




Grundlage: Axiome

Axiom 1: Seien z,y € R beliebig. Dann gelte genau eine der Beziehungen:
r<y TxT=Yy T>Y.
Axiom 2: Es gelte die Implikation:

r<yNa<b = x+a<y-+b.

Axiom 3: Es gelte die Implikation:

r<yNd<a = azx<ay.



Rechenregeln fiir Ungleichungen

Rechenregeln: Seien a,b € R und a > b. Dann gilt:

1.

=~ W b

O

VceR: a+c>b+c
VceR, ¢>0: a-c>b-c
VceR, ¢c<0: a-c<b-c

1 1
5<5,fallsa>b>0

. a>bANe>d = a+e>b+d
.VneN: a>b>0 = a">>b"

VneN: a>b>0 = a> Vb



Definition des Betrages

Betrag: z € R, dann ist |z| definiert:

x falls x> 0.
x| = 0 falls z =0,

—x falls x <0.

A
f(x)

f(x)=Ix|




Rechenregeln fiur Betrdge

Rechenregeln: Seien a,b € R. Dann gilt:
L. |a- b =lal - |b]

2. |3 = %, falls b # O

3. la|<b & —-b<a<bd

4. |la +b

I

a| + |b| (Dreiecksungleichung)

5. la + b

IV

jal —[b]
@



Komplexe Zahlen

Motivation

B,

£ D Gekhurg s g = Kb e alie s,

o O DN Gl ehing i s re bazac e ate o sk

o ¥ e Gmering Tox g lzaarfir ale y F 4

Denn: Versende pie-Formel

Formel st nicht listar ur % — gy <

Polarkoordinaten

A

. Bl »
« Ungebztar gt 1= (B
« Falk

« Fal - ird & urkeativ

Definition
Idee: Fithre Zahlenraum ein, der /—1 enthilt
Definitian
1

Tshrsamchori o= | % =1 lals =11 =11,

3. Kerugien complene Zahl £ vt — o f Kzt 2 —0 - 80
& Butray - o0 —a—in | = WWE S
Bemerang R O denn 3 Sz =10

Glachhzt: Turz — = | b Zund o —ae daio O gchte:

Rechenregeln

Addition/Subtraktion:

= [y 4+ dyi) + (g 4 Dys) = (g +ag) + By +

Multiplikation:

2

(o1 1 byd) - lag | dd) = (ming  Bbgd | (agby | @sh )l

Division: [s¢i zp = (ua | bt} # 0)

Gauf3sche Zahlenebene

Srx—a | b

@10z + fabs
vy
uf— g

<. Fiihre in Ebene kertesisches Kovedinazensystam 1o, 30 =0,

2 Tiage e — R # anf das seSches an,

3. Trage & — Tm c 2uf cer v Achse an




Motivation

Erinnerung:
e 7: Die Gleichung n 4+ x = m losbar fur alle n,m € Z
e Q: Die Gleichung n - x = m losbar fur alle n,m € Q

e R: Die Gleichung z - x = ¢ losbar fur alle g € R

Problem: 22 + pxz + g = 0 ist nicht |8sbar fiir beliebige p, g € R!

Denn: Verwende pg-Formel:

p p?
= ——+1/— —q.
T1,2 9 1 q

2
Formel ist nicht losbar fiir - — ¢ < 0!



Beispiel:

? +4r+5=0
:>£131,2:—2:l:\/4— = —2+v—-1

Graphische Veranschaulichung:

A A
yl y|

vvvvv

y= X +dx+5

y = X°+4x-5
= (x+5)(x-1)




Definition
ldee: Fuhre Zahlenraum ein, der v/—1 enthalt.

Definition:

1. Komplexe Zahl z€C: z:=a+b-4, a,bER, i? = —1.
a heiBt Realteil von z: a =: Rez,
b heiBt Imaginarteil von z: b =: Imz

2. Gleichheit: Fur z; = a1 + 017 € C und 25 = ag + bot € C gelte:
Z1 = 29 & ap = ag A by = bs.
Insbesondere z =a+ bt =0 fallsa=0Ab=0.

3. Konjugiert komplexe Zahl z: zu z =a + bi ist Z = a — bs.

4. Betrag |z|: zu z = a + bi ist |z| = Va? + b2.

Bemerkung: RC C—-dennR={z€ C: Imz =0}



Rechenregeln

Addition/Subtraktion:

21 £ 29 = (a1 + blz) + (CLQ + bgz) = (CL1 + CLQ) + (bl + bg)’&

Multiplikation:
21 - 29 = (a1 + b17) - (a2 + bai) = (a1a2 — b1ba) + (a1b2 + a2by)i

Division: (sei Zo = (CL2 + bg’t) 75 O)

Z1 _ (a1 -+ bl’&) _ (a1 —+ bl’L) (CLQ — bQZ)
29 (a2 = bQi) (a2 -+ bg’i) (ag — bg’i)
aiaz +b1by  asby —aiby ., 212

’[/ pr—
) 2 2 2 2
a; + b3 as + b3 |Z2|




Rechenregeln fiir komplex Konjugierte
Seien z = a + bt und Z = a — bi. Dann gilt:
1. 24+ 2z =2a

2. z-Z=a*+b* = |z|?

Seien z, 21,29 € C. Dann gilt:

'\

l. z=12

2. 21+ 22 =21+ 22

NN,

3. 129 — 5122



GauflSsche Zahlenebene

Sei z=a+bi € C.
1. Fuhre in Ebene kartesisches Koordinatensystem (z,y) ein.
2. Trage a = Re z auf der x-Achse auf.

3. Trage b = I'm z auf der y-Achse auf

Imz

Z=a+bi

0 a Re z




Addition/Subtraktion

i\ B
Im z (z,)
2 Z,+2Z,
(-z,) z
Y/ b z, b,+b,
C
z,-2, / bz
b,-b,
a,-a, 0 a, a, a+a, Rez



Polarkoordinaten

Sei z=a+ bi € C.

1. Punkt in Zahlenebene charakterisiert durch (7, ¢)

2. r absoluter Betrag von z (Abstand vom Ursprung/Lange)

3. ¢ Argument von z (Winkel zur z-Achse)

Bemerkungen:.

e ¢ nur bis auf Vielfache von 7 bestimmt: Betrachte ¢ €] — 7, 7|

e Esgilt: a=17rcos¢ und b=rsin¢
e Umgekehrt gilt: » = va? + b? = |z| und tan¢ =
Falls a = 0:

- falls b > 0
T -E, fallsbh<0

B

e Falls 2 =0, so ist r =0 und ¢ unbestimmt

b

Imz
Z=a+bi
\,\\ b
\'.l ¢
0 Re z

-, (a#0)




Rechenregeln in Polarkoordinaten
Allgemeine Darstellung in Polarkoordinaten:
z = r(cos ¢ + isin @)
Seien z = |z|(cos ¢ + isin¢) und w = |w|(cos ) + isinp). Dann gilt:
o 2w = |z||w|(cos(¢ + ¥) +isin(¢ + 1))
o 2= % (cos(¢—¢) +isin(¢ — 1))

(Addition: Ubung)



Eulersche Formel

Sei z = |z|(cos ¢ + isin ¢). Dann gilt:
z = |z|e*?

mit der Eulerschen Formel e*? = cos ¢ + i sin ¢.



Funktionen:
Motivation und
Definition

Beispiel Definition
Exponemtetes Viacnstum ) Reelle Funktion einer Veranderlichen
. e
0 L Definition: Sei D)  R.
g f:D=+R
g"' heiBt reeliwertige Funktion einer Veranderlichen. Schreibe
L
2 . u=[f{x)
,_---""'__..- mit = & [ der unabhingigen Veranderlichen und y (dem Bild von & unter f) der
‘ ‘ 2 ‘ ’ ‘ abhangigen Veranderlichen.
Exj ticl'es Wachst iner Kul Mikroorgani (Beicpiel
ponenticlies Wachstum einer Kultur von Mikroorganismen {Beisp'el) o )= () K neift Definitionsbereich der Funktion f.
w[f, 17 o wid e, - . . . : N
wilte T2 K wit) = o W={yeR:4nec D mity= fla)} neifc Wertebersich von f.

mit Parametern ¢ und @

w Abbildung! @



Beispiel

o Exponentielles Wachstum
. |
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o

o o
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Masse Mikroorganismen
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o
w
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Zeit

Exponentielles Wachstum einer Kultur von Mikroorganismen (Beispiel):
w: [to,T] = R;  w(t) = cp - e™,

mit Parametern ¢y und a.

w Abbildung!  ©



Definition
Reelle Funktion einer Verdanderlichen

Definition: Sei D C R.
f:D—R

heiBt reellwertige Funktion einer Veranderlichen. Schreibe
y=f(z)

mit x € D der unabhangigen Veranderlichen und y (dem Bild von x unter f) der
abhangigen Veranderlichen.

e D = D(f) C R heiBt Definitionsbereich der Funktion f.
o W={yecR:3z e D mity= f(x)} heiBt Wertebereich von f.



Weitere Begriffe

Erinnerung: Bildmenge/Urbildmenge Erinnerung: Injektiv/Surjektiv/Bijektiv

Se ri Ao cing Funkto

* £ ceibn injston, fals f-a,00 = A kel ebiz gilt

Annshirmen;
« DOK
e DO R LT
* [ caibn ruoen =2 20 jeden 8 £ D «in = € 4 gk, o doss

o Meo: foaat jadzm 2 T zanau ain v ¢ Wozu, oder
b= e

Ml i =e by e
* £ eibe Gmhon, fals 7 injectiv und s, Jeciv st

ienange var

Sl = ye W redmity— 5

o FurAd L L s o 8

® PO D WD A st div Urlivdienge von &

SR | Dl )

B

Gleichheit von Funktionen

o Ak L RISl =

Darstellung von Funktionen

Farktiones bonsen dorch Tabaes e
P s i, , T -
Bo%om o Zwei Beispiele

2

Zeagh 11— [imns v D LN - 8

. inbeclie, emipetis, ale: i

B =1 et e urpche




Erinnerung: Bildmenge/Urbildmenge

Annahmen:
o DCR.
e f:DCR—-W CR.

e Also: f ordnet jedem z € D genau ein y € W zu, oder
fa) # f() > a#d (ad D)
e Fur A C D C R ist die Bildmenge von A
f(A) ={yeW:dx € Amity= f(x)}.

e Fur B C W C R ist die Urbildmenge von B

f~1(B)={zxeD: f(z) € B}



Erinnerung: Injektiv/Surjektiv/Bijektiv

Sei f : A — B eine Funktion

e f heiBt injektiv, falls fiir a,a’ € A beliebig gilt.
a#a = f(a) # f(a).
e f heiBt surjektiv, falls es zu jedem b € B ein a € A gibt, so dass
b= f(a).

e f heilt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



Gleichheit von Funktionen

Seien f: D(f) = R und g : D(g) — R Funktionen.
Dann sind f und g gleich (f = g) genau dann, wenn

e D(f)= D(g) und
o fiir alle x € D(f) gilt: f(x) = g(x).



Zwel Beispiele

«10% Exponentialfunktion
215 T T T T T
1.
2 -
§ 1.5F §
T T
=] >
Q @
0 17}
S S
< <
> 1 -
0.5+
O 1
-10 -8 6 -4 2 0 2 4
x-Ach

l. y=F(x) =€, D =R, W =|0, 00|, injektiv, surjektiv, also bijektiv

2. y= f(x) =cosz, D =R, W = [—1, 1], nicht injektiv, surjektiv.



Darstellung von Funktionen

Funktionen konnen durch Tabellen ihrer

Funktionswerte dargestellt werden:
i 1 X9 I3 Tn fi{371,332,583,...,58“}—){yl,y27y3,,,,,yn}

Yyl Yyt Y2 Ys -+ Yn

Funktionen konnen durch ihren Graphen dargestellt werden,
d.h. das kartesische Produkt D x f(D).
Genauer:

Graph(f) = {(z,y) € D x f(D):y = f(z)} C D x f(D).



Beispiel: Temperatur in Berlin am 05.12.1998

Temperatur 6(t) in Grad Celsius (°C) gemessen
zur Zeit t in Stunden nach 00 : 00 Uhr.

t 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
e |-15 -16 -17 -15 -14 -10 -8 -9 -9 -10 -10 -14
A A
0 0
. ’ .
o o [ " e -a
-10+ . . o -10+ . - -
. . [ p" \5
-15¢ ~15¢, #
. ‘q\ K
. ¢
t t $ t — $ t : t >
0 5 10 15 20 t 0 5 10 15 20 t

Temperaturmessreihe (Graph)

Temperaturmessreihe
(linear interpoliert)



Umkehrfunktion

Definition

Sei f: A - B bijektive Funktion.
Bemerkungen

e Jedem x ¢ A ist genau ein y = f(x) € B zugeordnet.
o Umgekehrt ist jedem y © B genau ein & © A zugeordnet. Sei f A= B bijektive Funktion.
Also existiert f~' : B — A mit
P ) =, falls g = fle). e f~1: B — Aist dann auch bijektiv.

£ heiBt Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion). o Esgilt: f~!(f(z)) =z furallez € A.

e D(fY)=B, f4B)=A.

Berechnung der Umkehrfunktion

Beobachtung: in = /[y ist i die unabhingige Veranderliche
und & die ashargipge Vesiindrerliche

—> in (&, y)-Keerdinateasystemn werden
y=Fxund = F ligh

durch dieselie Kuree dargescellt.

Algorithmus 7ur Berechnung der Umkehrfunktion®
1

Ist \ o A — B bijektiv, so ergibt sica | B2 — Adurch

1 = lie nach » auflésen angi ="y
2. ¢ and y vertauschen erglbt. p = !~z p
2= 7 =) uad v = fie) liegen spiegelbildiich zur Geraden y = = ? N

@




Definition
Sei f: A — B bijektive Funktion.

e Jedem z € A ist genau ein y = f(x) € B zugeordnet.
e Umgekehrt ist jedem y € B genau ein z € A zugeordnet.

Also existiert f~!: B — A mit

f_l(y) =z, falls y = f(x).

=1 heiBt Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion).



Bemerkungen

Sei f : A — B bijektive Funktion.

e f~1: B — A ist dann auch bijektiv.
o Esgilt: f~1(f(x)) =z fur alle z € A.
e D(f~')=B, f~1(B) = A



Berechnung der Umkehrfunktion

Beobachtung: in z = f~!(y) ist y die unabhangige Veranderliche
und x die abhangige Veranderliche

—> in (z, y)-Koordinatensystem werden
y = f(z) und z = f~(y)
durch dieselbe Kurve dargestellt.

Algorithmus zur Berechnung der Umkehrfunktion:
Ist f: A — B bijektiv, so ergibt sich f~!: B — A durch

1. y = f(x) nach z auflosen ergibt: = = f~1(y)

2. x und y vertauschen ergibt: y = f~1(z).

y = fY(z) und y = f(x) liegen spiegelbildlich zur Geraden y = z.






Verkettete Funktionen

Definition Beispiele und Bemerkung

Scien f: A »Bundg:C » Dmit Bo .

Dann ist zu x & A durch f das Clement () = 17 zugeordnet, und 1 fiw) e, gie) o damit: Rix) o go flx) o (e7)F e

Six) durch g das Element i fi&)} € D zugeordnet. N L N R e

Das Nacheinanderausfiihren von f und g liefert 2. flr)=e" gz} = 2% damit: hir} = foplx} =€
3 fix) =12, gix) = ), damit: hix) = fagix) = |2].

h=gof:A=D.

&= go [ heiBt zusammengesetzte oder verkettete Funktion. Bemerkung: Aus 1. und 2. ist ersichtlich: Im Allgemeinen




Definition

Seien f:A—-Bundg:C —D mit BCC.
Dann ist zu x € A durch f das Element f(x) € B zugeordnet, und

f(x) durch g das Element g(f(z)) € D zugeordnet.
Das Nacheinanderausfuhren von f und g liefert

h=gof:A— D.

h = g o f heiBt zusammengesetzte oder verkettete Funktion.



Beispiele und Bemerkung

1. f(z) =e*, g(x) =22, damit: h(z) = go f(x) = (e*)? = &%,
2. f(z) =€® g(z) =22, damit: h(z) = f o g(z) = er .
3. f(z) =22, g(x) = \/(x), damit: h(z) = fog(z) = |z|.

Bemerkung: Aus 1. und 2. ist ersichtlich: Im Allgemeinen

Jog#gol.



Verkettete Funktionen

-\J

Umkehrfunktion
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