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Ingenieurwissenschaften

Losungen zu Blatt 5

Aufgabe 17:
a) Man bestimme eine stetige Funktion f : IR — IR mit den Eigenschaften f(2) =5

und
1 fir —co<ax<—1,

fllx)y=¢ -1 fir —1<z<1,
2¢ fir 1<z <o

und zeichne die Funktion. Ist f auch differenzierbar?

b) Fiir die Funktion f mit

ar+b, m<x

f(x>:{sin$, T <T

bestimme man a,b € IR, sodass f in zy = 7 stetig differenzierbar wird und
zeichne f.

¢) Man berechne die Tangentengleichung zu f(x) = Inz im Punkt zyp = 1 und
fertige eine Zeichnung an.

Losung:
a)
1 fir —co<z< -1, r+a fir —co<r<-—1,
flz)=4¢ -1 fir -1<z<1, = f(z) =<9 —xz+b fir -1<z<1,
2¢ fir 1<z <o > +c fir 1<z<o0

mit Konstanten a,b,c € IR. Aus 5= f(2)=2*+c = c=1.
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Die Stetigkeitsforderung im Punkt x =1 ergibt:

—1+b= lim f(gs)é lim f(z)=1"4+c=2 = b=3.
r—1— r—14

Die Stetigkeitsforderung im Punkt z = —1 ergibt:

—l+a= lim f(z)= lim f(x)=—(-1)+b=4 = a=5.

r——1— r——1+4

Die nun stetige Funktion f ist in den Anschlusspunkten z; = —1 und z, =1
nicht differenzierbar, denn es gilt

lim f'(z)=1#—-1= lim f'(x) und Jim. fl(x)==-1#2= lim f'(z).

r——1— r——14 r—1+

f (x)
10y

-3 -2 -1 1 2 3

Bild 17 a) stetige Funktion f(z) mit a=5,0=3,c=1

b) Stetigkeitsforderung im Punkt zy =7

0= lim sinz = lim f(z)= f(r)=ar+b = b= —an,

T—T— TT—

Differenzierbarkeitsforderung im Punkt zqg =n

—1= lim cosz = lim f'(z)= lim f'(z)=a = a=-1 = b=m.
T—=T— T—oT— =T+
Yy
l,
X
1 2 3 4 5 6
_l,
_2,

Bild 17 b) f(z) mit a=—-1 und b=
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) fw)=lmr = f@=- = T@=fO+/0)-)=1-1

Bild 17 ¢) f(x) =Inz mit Tangente T(z) =z — 1 in 25 =1
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Aufgabe 18:
a) Man berechne die erste Ableitung der folgenden Funktionen
i) f(z) = v —sinhwcoshaw,  ii) g(x) = (52%)".

b) Man berechne die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen:

1‘2

i) h(z) = S ii) k(x) = In(cos x) .

¢) Man berechne die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen:
Du(z) =Tz -1 (2*+x+1), ii)v(z)=+v2-3z.

Loésung:
a) (i) f'(z) = (z —sinhzcoshx) =1 — cosh® z —sinh’>2 = —2sinh®z

(ii) Logarithmisches Differenzieren von g(z) = (52%)* ergibt
g(z) = g(@)(ng(z)) = (52°)" (n(52%)")’
= (52%)" (zIn(52?)) = (52%)" (In(52?) +2)..
Alternativ ohne die Formel fiir das logaritmische Differenzieren:
g(x) _ (51,2):;: _ eln(5x2)x _ emln(5x2)

Jg(x) = <exln(5’”2)>, — (%) (z ln(5x2))/ = (52%)" (In(52%) + 2)

b) ( x? >/_—2x5+2x

1) (pt 4 1)2

—22% +2z\" (=102 +2)(2* + 1)? — (=227 + 22)2(z* + 1)4a®
(24 4+ 1)2 o (x4 4+ 1)4

—1028 — 102* 4+ 22* + 2 + 162° — 1624 628 — 24x* + 2

(xt +1)3 o (4 +1)3

i) K'(z) = (In(cosz)) = —(S:E;i = —tanx

. !/ . .
( smaz) cos? x — sinx(—sin z) 1

COS T

k‘”(ZE) _

) Dulx) = Te-D)a2+z+1) = 7=*—1), o)== —1)) = 212

u"(z) = (212%) = 42z, u"(x) =42

i)v'(z) = (vV2—3z) = ((2—32)?) = —%(2—31;)1/2

9 81
V' (x) = —1(2 —32)732 W(z) = —§(2 — 3x)7/?
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Aufgabe 19:
a) Gegeben sei die Funktion
f:IR —- R
r — flz)=2+e"—5.

(i) Man zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion f mindestens
zwei Nullstellen besitzt.

(ii) Man zeige mit Hilfe des Satzes von Rolle, dass f hochstens zwei und damit
dann genau zwei Nullstellen besitzt.

(iii) Man berechne die beiden Nullstellen z* mit Hilfe des Bisektionsverfahrens
aus Aufgabe 16 bis auf einen absoluten Fehler von |z — z*| < 10719,

b) Gegeben sei die Funktion f:IR — IR mit

B sin fir x<m/2,
f(:v)—{ (e —7m/22+1 fir 7/2<z.

(i) Man berechne f'(z) und f”(x).
(ii) Ist der Mittelwertsatz

9(b) — g(a)

— mit g €)a, b

9 (x0) =

fir a =0 und b=m auf f(z) und f'(x) anwendbar?
Man bestimme gegebenenfalls die Zwischenstelle(n) =z .

Losung:
a) (i) Durch Einsetzen einiger Funktionswerte erhdlt man:

f(=3) =4.0497..., f(0)=—4, f(2)=06.3890...

Da f stetig ist, besitzt f nach dem Zwischenwertsatz in jedem der beiden
Intervalle | — 3,0[, ]0,2[ mindestens eine Nullstelle.

Y

N b OO 0 O

X
-3 -1 2 3
2l

Bild 19 a) f(z)=a2?>+¢e* -5
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(ii) f ist beliebig oft differenzierbar.

Angenommen f beséfle drei oder mehr Nullstellen, dann hétte nach dem
Satz von Rolle f'(x) = 2x+€® zwei oder mehr Nullstellen und f”(z) = 2+e”
mindestens eine Nullstelle. Dies ist jedoch falsch.

Demnach besitzt f hochstens zwei Nullstellen.

(iii) >> funkt=inline(’x"2+exp(x)-5’,’x’)

>> bisektion(-3.0,0.0,10"(-10),funkt)
ans = -2.211437758844113

>> bisektion(0.0,2.0,10°(-10), funkt)
ans = 1.241142758342903

fz) = f(z) = ) =

sinx , x<§,{ cos T r< 3, {—sin:c fir z <7,
(r—2)°+1, <z |2(@-3) 3§<u 2 fir I<u
Bild 19 b)

(ii) Da f stetig und differenzierbar in IR ist, sind die Voraussetzungen des
Mittelwertsatzes erfiillt.

Es kann hier nur eine Zwischenstelle zg €]0, 7[ berechnet werden:
— f(0 2)24+1-0 214
Pl = LD =SO _@RPEIZ0 TRy g

m—20 T 47

T w244 52 + 4
O——>: = Ty =
2 4 T

= 2 (:c — 2.12265 € )0, ] .
Die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes fiir f’ sind nicht erfiillt, da f” fiir
x = 7 nicht definiert ist und diese Definitionsliicke im zu untersuchenden
Intervall ]0, 7| liegt.
Tatséchlich lédsst sich auch kein zy angeben, fiir das

/ _ / 0 _ 1

T—20 T

gilt.
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Aufgabe 20:
a) Man berechne die folgenden Grenzwerte

(=*) _q
N 1. € .. .
() I sz () el

2¢+ 3
2¢ — 1

b) Nur die Ableitung ¢'(x) = 32%—9 ist von der reellwertigen Funktion g bekannt.

Man gebe die Monotoniebereiche von ¢g an und klassifiziere alle Extremwerte.
Anschliefend begriinde man, welcher der unten angegebenen Funktionsgraphen

g; mit dem von ¢ iibereinstimmt.
y y
1sf 1sf
ol / . o
sk 5 ;
- e . . = = f ; 3
/ s Sk
—10f S “10 ~—
—1s ; —1s ;
Funktion ¢; Funktion ¢
y y
\ 15 ; / \ 15 ; /
\\\ 10fF ',\ PN 10 /‘/
\\ : 7 \\ /'/ ’ 7 / /
\ b \ ‘ / ‘ r ‘ / ‘
-4\ —2 r 2 \ 4 * —4 —2 I 2 / 4
\\ st \\ // _s £ //
b \ L /
\ 3 \ / 3 /
\ —10f \ / ~10 S~
\ r \ /
. t \ /
\ -1k \ / “isk
Funktion g4

Funktion g3

Losung:

a) Mit Hilfe der Regel von I’'Hospital ergibt sich

2xe(®?) g .
= lim

() 2
Lo -1 8

lim —— = lim —

z=01 —cosx z—0 sSinx

5

L I
1.0

Bild 20 a) (i)
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(i)

i 2z—1  2(2z—1)—2(2z+3)

) 2r + 3 . In (3;5{’) 5 .. 2213 ° (2z—1)2

lim x1n = lim —=—= = lim
Y 812 Y 812 5

- 1m = ]Ji1m — =
z—o0 2z +3)(2x — 1)  a—ccda?+4x —3
2x +3
Bild 20 ii =zl
i a) (ii) f(z)==x n<2x_1>
b) Die Nullstellen von ¢'(z) = 322 — 9 lauten x; = —/3, 25 = /3. Die Monoto-

niebereiche von ¢ ergeben sich aus dem Vorzeichenverhalten von ¢’ :

>0 , z€]—o00,—V3[ = gstreng monoton wachsend

=0, z= —V3 = 7, =—V3 streng lokales Maximum
g'(r) =3(z+V3)(z—V3){ <0 , ze]—+3,V3[ = gstreng monoton fallend

=0, z= V3 = 1o =1+/3 streng lokales Minimum

>0 , z€]V3, 00 = ¢ streng monoton wachsend

Nur beim Funktionsgraphen von g4(z) = x*—9z stimmt das Monotonieverhalten
mit dem von ¢ iiberein.

Die Abbildungsvorschriften zu den anderen Funktionsgraphen lauten

gl('r) - 133/5,
g2(z) = 10sin x,

g3(x) =120 — 2% .
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Fragen zur Vorlesung:
In dieser Aufgabe sollen die Konvexitét einer Funktion f und der folgende Satz aus
der Vorlesung aufgearbeitet werden.

Satz: Die Ableitung einer von unten konvexen differenzierbaren Funktion f ist mo-
noton steigend.

Bemerkung: Analog kann man den Satz natiirlich fiir von unten konkave differenzier-
bare Funktionen formulieren, deren Ableitung monoton fallend ist.

a) Begriinden Sie warum die Konvexitéitsbedingung
flaa+(1—a)) < af(@) + (1 —a)f®), acl0,1]

dquivalent ist zur Bedingung

fz) < f(a) + (z—a),  x€lab]

b) Skizzieren und interpretieren Sie die Bedingungen aus a).

¢) Warum folgt fiir eine im Definitionsbereich [a,b] konvexe und zweimal differen-
zierbare Funktion f fiir zo € [a,b] aus dem obigen Satz f”(xy) > 07

Loésung

a) Die Konvexititsbedingung f(aa+ (1 —a)b) < af(a)+ (1 —a)f(b) mit a € [0, 1]
ist mit A :=1—a € [0,1] dquivalent zu

(T =XA)a+2b) < (1= A)f(a) + Af(b).

Aus z:= (1 = Aa+ b € [q,b] folgt A = (z —a)/(b— a) und man erhilt die
Aquivalenz zu

T —a

f(x)§<1—b voa f0) — fa)

)ﬂ@+b_aﬂm=fmw+

b) Fiir = € [a, b] beschreibt S(z) = f(a)—l—%(:c—a) die Sekante von (a, f(a))

nach (b, f(b)). Mit a € [0,1] und af(a) + (1 — «)f(b) wird diese Sekante
umgekehrt durchlaufen. Fiir die Funktionswerte von f gilt dann f(x) < S(x).

Afon Loworre "Fuuivn

t,a,s ~ @w 4—((—!)@(.‘:)
Pea 1
e +— =
*x

A P((ta fll-&\b) b
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¢) Da f’ im Definitionsbereich [a,b] monoton wéchst gilt o < x = f'(xo) < f'(x)
sowie = < xg = f'(z) < f'(29) und man erhélt

@) = )

O<z—20 = 0 f'(2) — f'(20)) = O

r — 2o
sowie
(x—29<0 = fl(x)— fl(zg) <0) = 0< M
r — X9
Damit gilt /
F(w) = tim TS @) 5,
T—T0 T — X

Abgabetermin: 11.1. - 15.1.21  (zu Beginn der Ubung)



