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Analysis 1

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 5

Differenzierbarkeit

Definition: (Differenzierbarkeit)
Gegeben seien eine Menge D C IR und ein Punkt zo € DN D',

Eine Funktion f : D — IR heifit differenzierbar in =z, falls folgender Grenzwert

existiert:
Vm a—m

f'(x0) heiBBt Ableitung, Differentialquotient oder Tangentensteigung von f in

df (o)
dz

und wird auch mit bezeichnet.
Die Tangente zu f in xg ist gegeben durch T'(z) = f'(xo)(z — x¢) + f(x0).

f heiit differenzierbar in D N D', falls f fiir alle xg € D N D’ differenzierbar ist.

Folgerungen:

a) Ist eine Funktion f in xy € D° differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

b) Eine stetige Funktion f ist in g € D° genau dann differenzierbar, wenn links-
seitige und rechtsseitige Ableitung iibereinstimmen:

f@) — f(o)

flan) = Jim S
m;éxg r — 2o
' (x) :== lim M = lim M = j_(x )

T—To— T — 2o T—xo+ T — 2o
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Aufgabe 17:

a) Man berechne die fiir alle x € IR stetige Funktion, fiir die gilt

) - 0
fllx) = =2 fir —co<z<—1,
fllx) = 2z fir —1l<z<2,
f'(x)

1 fir 2<z2z<

und zeichne die Funktion. Ist f auch differenzierbar?

b) Fiir die Funktion f mit

ar+b, rv<1

f(m):{lna:, 1<z

bestimme man a,b € IR, sodass f in xy = 1 stetig differenzierbar wird und
zeichne f.

¢) Man berechne die Tangentengleichung zu f(z) = cosx im Punkt 2y = g

und fertige eine Zeichnung an.

Losung:

a) Aus den gegebenen Werten fiir die Ableitung der Funktion folgt:

f0) = 0 :

f(z) —2r+a fir —co<z<—1,
flx) = 224b fir -1<z<2,
flz) = z4+c¢ fir 2<zr<oco

mit Konstanten a, b, ¢ € IR. Diese ist stetig fiir x # —1 und x # 2.
Mit 0 = f(0) = 0% 4+ b erhalt man b = 0.
Die Stetigkeitsforderung im Punkt x = —1 ergibt:
24+a= lim f(x) = lim fix)=(-1)*+b=1=a=—1.

T——1— T——1+4

Die Stetigkeitsforderung im Punkt x = 2 ergibt:

4=2"+b= lim f(x); lim f(z)=24+c¢c = c=2.
T—2— r—2+4
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Bild 17 a) f(x) mita=—-1,0=0und ¢ =2

Die nun stetige Funktion f ist im Punkt x = —1 auch differenzierbar, denn es
gilt
lim f'(z)=-2= lim f'(z).

r——1— rz——14

Im Punkt z = 2 ist f nicht differenzierbar, denn es gilt
. / o 9 /
b) Stetigkeitsforderung im Punkt xg = 1
a+b= lir{l ax+béf(1) =Inl=0= b= —aq,
z—1—

Differenzierbarkeitsforderung im Punkt xo =1

1
a= lim (ax+0b) = liI{l f’(x); lim f(z)=lim —=1=a=1= b=—1.
r—1—

r—1— rz—1+ z—14+

-3

Bild 17 b) f(zr) mita=1und b= -1
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c) f(x) =cosz = f'(x)=—sinz

~ ta=s (§) P () D) =l o3 (-3 = (s- ]

15[
10

05f

2.0 25 3.0

10}

150

Bild 17 ¢) f(z) = cosx mit Tangente T'(z) = — (:c - g) in zg = g
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Differentiationsregeln

Satz: (Differentiationsregeln)

a) Sind f,g: D C IR — R in zy € D° differenzierbar, so gilt:
(i) Linearitét
(f +9) (@) = f'(z0) + ¢'(x0) . (Af)'(z0) = Af'(x9) mit A€,
(ii) Produktregel
(f - 9)'(z0) = f'(x0)g(x0) + f(0)g'(w0) ,

(iii) Kehrwertregel

G)’(%):_(g’(_xo) fir - g(zo) #0,

9(w0))?

(iv) Quotientenregel

f , ) — f'(@o)g(xo) — f(0)g' (o)
(5) (9r0)?

fir g(xo) #0.

b) Kettenregel

Gegeben seien die Funktionen f : D C IR - R und g : £ C IR — IR mit
f(D) C E.

Ist fin xzp € D und g in f(xg) =: yo € f(D)° differenzierbar, dann gilt
(g0 f) (20) = g'(f(z0)) - f'(z0) -

¢) Ableitung der Umkehrfunktion

Sei f :[a,b] — IR eine in [a, b] stetige und streng monoton wachsende Funktion
und differenzierbar in z¢ € [a, b] mit f(zo) # 0.

Dann ist die Umkehrfunktion ¢ : [f(a), f(b)] = IR in yo := f(xo) differenzierbar

und es gilt:
W) =
TN = g (w))

d) Logarithmisches Differenzieren

Ist f:]a,b] = R in 2y € [a, b] differenzierbar,
so ergibt das Differenzieren von In f(x) mit Hilfe der Kettenregel

(o) = f(o)(In f(z0))"
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Die Ableitung f” einer Funktion f : D — IR kann wieder als Funktion f' : D — IR
aufgefasst werden.

Definition: (hoéhere Ableitungen)
Ist f/: D — IR differenzierbar, so wird diese Ableitung von [’ zweite Ableitung von
d*f(x)
dx?

bezeichnet.

f genannt und mit f”(z) oder

Allgemein lasst sich die n-te Ableitung (n > 1) rekursiv definieren durch:

. d™ f d (d"Vf . dO f
1 )(37) = dx(’g)x> = dr ( dm(nl(;l:)) mit f(o)(x) = f(z) = d:v(é)x>

Aufgabe 18:
a) Man berechne die erste Ableitung der folgenden Funktionen

T + sinx cosx

i) f(z) = 5 , i) g(x) = (20 + 1)* .

b) Man berechne die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen:

T+ 2

B8 i) k(z) = In(2? — 1) .

i) hz) =

¢) Man berechne die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen:

Du(z) =2(1—-32)* +4(x —2) -7, i) v(r) = /(5 +1)2.

Losung
a) (i) z+sinzcosr’
oy = (£
1+ cos’x —sin®z cos® T + cos? r 9
= 5 = 5 =cos”

ii) Logaritmisches Differenzieren von g(x) = (22 + 1 sinx ergibt
(ii)
g (x) = glx)(ng(x)) = (2z+1)™" (ln 2z +1 S‘“)/
)

= (22 +1)*™7 (sin(z) In(2z + 1))’

; 2sinw
= (2 1)n® In(2 1 .
(2z+1) (cos(m) n(2x + )+2x+1)
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Alternativ ohne die Formel fiir das logaritmische Differenzieren:
g(l‘) — (21, + 1)sinw _ 6ln(2z+1)51“z _ esin(:c) In(2z+1)

g'(a:) — (esin(x)ln(Qa:-l—l))/ — esin(:t) In(2z+1) (sm(a:) 1n(2:1: + 1))/

. 2sinw
= (2 e In(2 1
(2x + 1) (cos(x) n(2z + )+2m+1>

b) ) T+ 2 1
i) hz) = :173—{—8:932—2:16—1—4

1 ’ 2z — 2
B = | ————) =—
() (mz —2x+4> (22 — 2z +4)?

!/

h'(x) = (22 ixgx _2|_ 422
202 =20+ 4) 2 (20— 2)2(22 — 2)(a? — 20 + 4)
- (2% — 2z + 4)*
2@ —20+4)-2(22—-2)*  62®— 12z
- (22 — 2z +4)3 (22— 27+ 4)3

i) k(z) = In(z?—1)=In((z+1)(x—1)) =In(z + 1) +In(z — 1)

2x
k! — 1 2 1 I
(z) (In(2” =1))" = 5
W(z) — 20 \' _ 20@*-1)-22-20 _  22°+2
x?2—1 (22 —1)2 (2 —1)2
Alternative Rechnung:
1 1 2
/ _ _ [ —
K(z) = (In(z+1)+In(z—1)) le_{_1+m_1 o
1 1y 1 1 272 + 2
k" _ - _ — - —
(@) (x+1+x—1) Gr1? @12 (@2=17
c) Du'(z) = (201 =322 +4(x—2)—7) = —12(1 — 3z) + 20

u’(z) = (=12(1 —3z) +20) = 36

Wz) = 0
i v(@) = (YErEIR) = (et 1) = Do+ 1)
Sr) = 2 )
(@) = o0 (5 4 1)

27
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Zwischenwertsatz:

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — IR gilt:

fla)<e< f(b) = Fxg€la,b[ mit f(xg) =c.

Mittelwertsatze:

Gegeben seien stetige Funktionen
f,g:]a,b] > R,

die auf |a, b[ differenzierbar sind. Dann gilt

a) Satz von Rolle
fla)=f(b) = Fx¢€la,b[ mit f'(z9)=0,
b) Mittelwertsatz

f(b) = f(a)

Jao €lab it f(g) = 20—

Beispiel: f(z) =3 — (z — 3)? mit « € [1,3] und x¢ = 2

Bild: Sekante S(z) = 2z — 3 und Tangente T'(x) = 2 + 2(z — 2)
c¢) verallgemeinerter Mittelwertsatz

Y €la,b] gelte ¢'(x) #0 = I €la,b] mit f:(xo) _f0) = flo)

g'(ro)  g(b) —g(a)




Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/21, Hérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20) 9

Aufgabe 19:
a) Gegeben sie die Funktion
IR - R

4
T o f(x):x?’—a:—g—i-cosx.

(i) Man zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion f mindestens
drei Nullstellen besitzt.

(i) Man zeige mit Hilfe des Satzes von Rolle, dass f hochstens drei und damit
dann genau zwei Nullstellen besitzt.

(iii) Man berechne die drei Nullstellen z* mit Hilfe des Bisektionsverfahrens aus
Aufgabe 16 bis auf einen absoluten Fehler von |z — z*| < 10710,

b) Gegeben sei die Funktion f: 1R — IR mit

0 fir <0,

ro={

T fir 0<zx.

(i) Man berechne f'(x) und f”(z).

(ii) Ist der Mittelwertsatz

9(b) — g(a)
b—a

fir a = —1 und b = 1 auf f(z) und f'(x) anwendbar?
Man bestimme gegebenenfalls die Zwischenstelle(n) .

g (xg) = mit  xy €]a,b]

a) (i) Durch Einsetzen einiger Funktionswerte erhédlt man:

F(=1) = —0.259698..., f(0) =102, f(1)=—0.259698..., f(2)=4.78385...

Da f stetig ist, besitzt f nach dem Zwischenwertsatz in jedem der drei
Intervalle | — 1,0[,]0, 1] und ]1, 2[ mindestens eine Nullstelle.

6
4

2L

2

4

—6%

4
Bild 19 a) f(x)=2° -z — r teosz
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(ii) f ist beliebig oft differenzierbar.
Angenommen f beséfle mehr als drei Nullstellen, dann hatte nach dem Satz
von Rolle f/(x) = 322 —1—sin x mehr als zwei Nullstellen, f”(x) = 6x—cosz
mehr als eine Nullstelle und f”’(z) = 6 + sinz mindestens eine Nullstelle.
Dies ist jedoch falsch. Also besitzt f hochstens drei Nullstellen.

(iii) >> funkt=inline(’x~3-x-4/5+cos(x)’,’x’)
>> bisektion(-1.0,0.0,10"(-10),funkt)
ans = -0.896645831351634
>> bisektion(0.0,1.0,10°(-10), funkt)
ans = 0.188948064169381
>> bisektion(1.0,2.0,10"°(-10),funkt)
ans = 1.159888881898951

y Y y

b) (i) I | A S

f(x) = fi(z) = f(x) =
0 fir <0, 0 fir <0, 0 fir <0,
x? fir 0<ux 2¢  fir O0<zx 2 fir 0<ux
Bild 19 b)

(ii) Da f stetig und differenzierbar in IR ist, sind die Voraussetzungen des Mit-
telwertsatzes erfiillt.
Es kann hier nur eine Zwischenstelle zy €] — 1, 1] berechnet werden:

L f)=f(=1)  12—0 1 1 R
C e Ty s s ey o R 2 4

Die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes fiir f’ sind nicht erfiillt, da f” fiir
x = 0 nicht definiert ist und diese Definitionsliicke im zu untersuchenden
Intervall | — 1, 1] liegt.

Tatsachlich lasst sich auch kein zy angeben, fiir das

" f/(l) _f/(_l) 2-0
f"(xo) = 1— (1) = =1

gilt.
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Regeln von de I’Hospital

Satz:

0
a) Regel von de I’'Hospital fiir den Fall 0

Es seien f, g :]a,b[ — R differenzierbar und z( €a, b|.
AuBlerdem gelte f(z) = 0 und g(zo) = 0, sowie ¢'(z) # 0 fir x # xo.

Existiert lim g lég Jim % = Jm ;Eg '

, dann gilt:

b) Regel von de ’'Hospital fiir den Fall
oo

Es seien f,g :]a,b[\{zo} — IR stetig differenzierbar und z, €]a, b].
Auflerdem gelte lim f(z) = oo und lim g(x) = oo, sowie ¢'(z) # 0 fiir  # .
T—T0

@) _ o 1)

!/
Existiert lim M, dann gilt:  lim .
/ T—T0 g(gj) T—T0 g’(x)

T—T0 g (3;)

Folgerungen:

Durch Umformung und unter Beriicksichtigung der obigen Voraussetzungen kann man

folgende Falle auf den Fall 0 zuriickfiihren:

a) der Fall 0- oo

Gilt lim f(z) =0 und lim g(z) = oo, dann erhélt man
T—rT0 T—T0

Jim (f(2)g(z)) = lim 155(63):) ’

b) der Fall oo — oo

Gilt lim f(z) = co und lim g(x) = oo, dann erhélt man
T—T0 T—x0

Jlim (f(z) = g@)) = lm ooy
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Monotonie und Extremwerte

Kriterien fir Monotonie:

Sei f : [a,b] = R eine differenzierbare Funktion in [a, b].

a) Es gilt f'(z) > 0 fur alle = € [a,b] <

) ()
b) Es gilt f(x)
) ()
) ()

x) wéachst monoton in [a, b].
0 fir alle x € [a, 0]

c) Esgilt f/(x x) fallt monoton in [a, b].

()

> = f(z) wéchst streng monoton in [a, b].
<0 fir alle x € [a,b] & f(x)
= /@)

d) Esgilt f'(x) < 0 fir alle x € [a, b] x) fallt streng monoton in [a, b].

Definition:

Gegeben sei eine Funktion f: D — IR mit D C IR. Fiir ¢y € D definiert man:

a) f besitzt in xy ein globales Maximum, falls Vo € D gilt: f(z) < f(x0)

b) f besitzt in z ein lokales Maximum, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass Va €
Jzo — &,20 + e[ ND gilt: f(z) < f(o)

¢) Kann in a) und b) fiir  # zo die Ungleichung f(z) < f(zo) durch f(z) < f(xo)

ersetzt werden, so handelt es sich um ein strenges Maximum in xz.

d) Gilt in a) und b) f(z) > f(z) und in ¢) f(z) > f(zo), so liegt entsprechend ein
Minimum in zq vor.

e) f besitzt in xy ein Extremum, falls es sich um ein Maximum oder Minimum

handelt.

f) f besitzt in o einen stationdren Punkt, falls f'(z¢) = 0 gilt.

Kriterien fur Extremwerte:

a) notwendige Bedingung:
Ist fin xy € |a,b[ differenzierbar und liegt in x, eine lokale Extremstelle vor,
dann gilt f'(zo) = 0.

b) hinreichende Bedingung I:
Es sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in |a, b[. Gilt f'(z() = 0 fiir xy € ]a, b]
und

(i) f'(z) > 0 fir x € Ja,zo[ und f'(z) < 0 fir x € |z, b, dann besitzt f in z,
ein lokales Maximum,

(i) f'(x) <0 fir z € ]a,zo[ und f'(z) > 0 fiir x € Jxg, b, dann besitzt f in xg
ein lokales Minimum.
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Aufgabe 20:

a) Man berechne die folgenden Grenzwerte

™
sin(x——)—i—l 3 6
N 2 N
O — W=

b) Nur die Ableitung ¢'(z) = —x? + 6x — 8 ist von der reellwertigen Funktion g
bekannt. Man gebe die Monotoniebereiche von ¢ an und klassifiziere alle Ex-
tremwerte. Anschliefend begriinde man, welcher der unten angegebenen Funkti-
onsgraphen g; mit dem von g iibereinstimmt.

y

Funktion ¢y Funktion g

y

Funktion g3 Funktion g4

Losung:

a) Mit Hilfe der Regel von I’'Hospital ergibt sich

(1) sin (a: — z) +1 4 cos (x — E)
lim 2 2 fim ——~ 27

[|loie
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Bild 20 a) (i)

(ii) .3 6
lim — —
z—0 e2x 1

=S

I
10

sin (.75 - —

f(l') - .IQ

. 3e® -3 —6x 9 6e2* — 6
lim ———— = lim
=0 x(e?® — 1) z—0 €2  2xe?® — 1
I 12e2%* . 12
im-————— = lim =
0 4e2* + 4re?r 204 + 4x

Bild 20 a) (ii)

b) Die Nullstellen von ¢'(z) = —2? + 6z — 8 lauten z; = 2, 2o = 4. Die Monotonie-
bereiche von ¢ ergeben sich aus dem Vorzeichenverhalten von ¢':

<0 , z€]—00,2] = gstreng monoton fallend
=0, z=2 = 1 = 2streng lokales Minimum
d(x)=—(x=2)(z—4) >0 , xz€]2,4] = g streng monoton wachsend
=0, r=4 = 19 = 4 streng lokales Maximum
<0 , xe€l4, o0 = g streng monoton fallend
Nur beim Funktionsgraphen von gs(x) = —x3/3 + 32? — 8z stimmt das Monoto-

nieverhalten mit dem von g iiberein.

Die Abbildungsvorschriften zu den anderen Funktionsgraphen lauten

gl(x) = —a” + 67 — 8a
go(x) = —23/3 + H5x* /2 — 4z,
gs(r) = —8sinz .



