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fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Komplexe Zahlen:
Definition

Fir x,y € IR heifit eine Zahl z mit der Darstellung z = = + iy komplexe Zahl.
Die imaginire Einheit i wird in der Regel definiert iiber i? := —1. Damit 16st ¢ die
Gleichung z? = —1 und man verwendet auch die symbolische Bezeichnung i = v/—1.

Die Menge der komplexen Zahlen wird bezeichnet mit
C:={z=zx+iy|z,yeR }.

Die Zahlen x und y werden als kartesische Koordinaten der Zahl z bezeichnet und
in der komplexen Zahlenebene in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit
reeller Achse und imaginarer Achse abgetragen.

Bezeichnungen und Eigenschaften:

e z =:Re (z), Realteil von z,

e y=:Im (z), Imaginérteil von z,

e Z:=x—1y, zuz konjugiert komplexe Zahl
2| :=vZz-Z=+/22 +42, Betragvon z

e 2=zx+4+iy=0 x=0Ay=0

Beispiele:
z=144i, Re (z)=1, Im(z)=4,
2=3-235, Re(z)=3, Im(z)=-235,
z =67.37, Re () =0, Im(z)=67.3,
z =42, Re (z) =42, Im(z)=0.
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Bemerkung:

Fir Im (2) =01ist z =z € IR, also gilt IR C C.

Rechnen mit komplexen Zahlen:
2 =21 W, Z=T2+ 1Y
e Addition/Subtraktion
21+ 20 = (x1 +iyr) £ (x2 +iy) = (1 £ x2) +i(y1 £ yo)
e Multiplikation
212 = (21 +iyn) - (22 + iy2) = (2122 — Y1y2) +i(Y122 + 2192
e Division

2z z (@) - (L2 —dye) | 212+ yiys +i(nds — T1ys)

7 m-Zy (24 i) - (2 —iy) x5+ 3

Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordinaten

Jeder Punkt z = 2 + iy € C\{0} der komplexen Zahlenebene kann eindeutig beschrie-
ben werden durch seinen Abstand

r=lzl=va2+y> (>0)

zum Nullpunkt und durch sein Argument ¢, d.h. den Winkel —7 < ¢ < 7 zwischen
seinem Ortsvektor (von 0 nach z) und der x-Achse.

Die Zahlen r und ¢ werden als Polarkoordinaten von z bezeichnet. Es besteht also
folgender Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten

2=+ =7rcosp-+irsiny = r(cosy + ¢sin .
Y © @ =1 (cos ©)

— =y
Im (2)

A
it

z
rsin(p)
(:'0: —t :Kl: —t >
«— 1 cos(p)— r Re (2)

Polarkoordinaten von z
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y  rsing

Wegen = = =tany lasst sich der Winkel ¢ aus x und y wie folgt berechnen:
r  Tcosy
(arctan (y/z)+7 , <0, y>0
/2 , v=0, y>0
o= arctan (y/z) , x>0,
—m/2 , v=0, y<O0
( arctan (y/z) -7 , <0, y<O0.

Mit der abkiirzenden Bezeichnung e := cos ¢ +1isin ¢ (Eulersche Formel) gelten fiir
die Polardarstellung 2 = r (cosp +isinp) = re’? die Potenzrechengesetze (ergeben
sich aus den Additionstheoremen von Sinus und Kosinus)

Z129 = (7‘161”1) (7’26“”) = 7“17“26’(“01+‘”) , 2= (rew) = rle'm?
und die Gleichung w" = z = re’? besitzt genau die n Losungen

wy = Yref @Ok —01,2,...,n—1.

Beispiel: w?=—-1=¢€" = wy=e™?=i, w =2 =¢"2=_j
p 0 ) 1
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Aufgabe 9:
a) Fiir die Funktion f mit
f(z) =2 — 42® + 132

zeichne man den Funktionsgraphen und berechne alle Nullstellen z € C.

b) Man berechne die folgenden Ausdriicke und gebe sie in kartesischer Darstellung
an
(i) z1=3—41— (5+617),
(ii) 29 = 3i" — 20 + 64* + 512 + 4,

)
)
(ili) 23 = cos <2§) + i sin (%T) )
(iv) 2= (3 —4i)(5+61),

)

( 3—4i
v = .
5+ 6t

¢) Gegeben seien die komplexen Zahlen

Z5

21:1+i, 22:—1+i, ZgZZ‘.
(i) Man berechne
Zy+29, Re(Za+3z23), Im (221 +22), |21+ 23],

(i) Man bestimme die Polarkoordinatendarstellung von

56
Z1Z

=6 12 1~3

21, k2, 23, k1, Ro 12
2

Losung:
a) Ausklammern ergibt:  f(z) = 23 — 42 + 13z = x(2? — 4z + 13).
Eine Nullstelle lautet x; = 0.
Die iibrigen erhélt man durch quadratische Erganzung
0=a?—4dz+13=(z—-2)*+9
= -2 =-9=0-2=43i = 19=2+3i,13=2—3i

y

20 -

Bild9 f(z) =2 —42* + 132
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2 =3—4i—(5+6i)=—-2—10i,
29 =317 —20° +6i* + 52 4+4=—-3i -2 +6—-5+4=>5—bi,
2 2 1 3
Z3 = COS <§) + 7 sin (?ﬂ) :—54—2’\/7_
23 =(3—4i)(5+6i) =15+ 18 — 201 + 24 =39 — 27,
_3—4@'_(3—4@')(5—61’)_15—182’—20@'—24_ 9 38

T516i  (5+60)(5—6) 61 61 61

25
At m=l—i—1+i=0,

Re (% + 323) = Re (=1 — i + 3i) = Re (—1+2i) = —1,
Im (221 +22) =Im (242 —1+4) =Im (14 3i) =3,

| 4 23] = |14+i+i| =|1+2]|=vVI2+ 2 =1/5.

Polarkoordinatendarstellung: 2z =7re mitr >0 und —7r < o <7

1 .
n=141i: r=|zn|=v2, cp:arctanizg =z = /2em/4

™

1 A
m=—1+i:r=|nl=v2, p=mtarctan — =7 — 7 = zy = /2e37/4

. T .
m=i: r=|z|l=1, p=5 = 23 = e™/?

2 = (\/ﬁefﬂi/ll)G — 93,—6mi/4 _ 93,-3i/2 _ 93 ,7i/2

212 = (\/§G3m'/4)12 — 69T _ 96 mi

2y 23 eTi/2pTi/2 93 omi/2+4mi/2 o 1

Z%Q 26 omi 26 omi 23 8 '
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Funktionen

Eine reellwertige Funktion (oder Abbildung) f einer reellen Verdnderlichen z ist
eine Vorschrift, die jedem Element x € D C IR des Definitionsbereiches D genau
eine reelle Zahl f(z) € W C IR aus dem Wertebereich W zuordnet:

f+D — W
r —  f(x).

Andere Bezeichnungen fiir D bzw. W sind Urbildbereich bzw. Bildbereich.

Funktionsgraph von f: graph(f) :={(z,y) € D xR |y = f(x)}.

0.75
0.5
0.25
1 oS 0.5 1
.25
0.5
~0.75
. T 05 05 1
Bild 1: f(z) ==z Bild 2: f(z) = 2?
1 4
0.75 3
0.5 2
0.25 1




Analysis I, K.Rothe (©), WiSe 2020/2021, Hérsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 7

1 3
0.8 2.5
2
0.6
1.5
0.4
.2
o105 0.5 1 3 2 - 1
Bild 5: f(z) = || Bild 6: f(z) =¢€°
l
0.5
L2 3N & ) ) 3
-0.5
-1 -1
Bild 7: Bild 8:

f(z) =sinx f(z) = cosx
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Eine Funktion f heifit surjektiv, wenn es fiir jedes y € W wenigstens ein x € D gibt,
so dass gilt y = f(z).

Eine Funktion f heifit injektiv, wenn es fiir jedes y € W hochstens ein x € D gibt, so
dass gilt y = f(z).

Eine Funktion f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h. zu jedem
y € W gibt es genau ein x € D. Damit ist die Funktion f dann umkehrbar, mit

Umkehrfunktion:
f/t:w — D
y = x=f"y).
2 1
1.5 0.5 1.5 2 2.5 3
—1
1
—2
0.5
-3
0.5 1 1.5 2 2.5 3 —4
Bild 9: Bild 10:

g(x) = V7 g() = Inz

1.5 3
1 2.5
0.5 2
-1 —0.5 0.5 1 -2
0.5 1
_1 0.5
-1.5 =1 —0.5 0.5 1
Bild 11: Bild 12:

g(x) = arcsinx g(x) = arccos
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Aufgabe 10:
a) Fiir die Funktion
fi]—o00,c] = R mit y=f(z):=2>+8x+15

bestimme man die grofite Zahl ¢, so dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt.
Man berechne die Umkehrfunktion, gebe deren Definitions- und Wertebereich an
und zeichne den Funktionsgraphen von f~1.

b) Man entscheide, welche der folgenden Funktionen injektiv, surjektiv und bijektiv
sind und zeichne die zugehorigen Funktionsgraphen:

() fr: [-55] = [=2,2], flz)=1-]2—]z|],
(i) f2:[0,1] =[0,2], fa(x) =2t

(i) f3: [0,7/2] = [0,1/2], f3(x) =sinzcosz,
(iv) fi: IR —=]0,00[, fa(z)=

Losung:
a) Mit quadratischer Ergdnzung erhélt man die Scheitelpunktform von f
flx)=2+8x+15=(z +4)* -1

mit dem Scheitelpunkt S = (x, f(xs)) = (—4, —1).

Damit ist | — 0o, ] =] — 00, z5] =] — 00, —4] das grofite Intervall in dem f inver-
tierbar ist.

Berechnung der Umkehrfunktion

y=(+4°-1 = wv=—-4+y+1<-4 = flHy)=—-4—y+1.
Definitionsbereich Ds-1 = [—1,00[, Wertebereich W;-1 =] — oo, —4].

X

. . . . . . .
-2 L 2 4 6 8 10 12

6

-8

Bild 10.1 f'(y)=-4—y+1
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b) (i) fi1 ist weder injektiv noch surjektiv

}_\
o = 00N

Bild 10.2  fi(z) =1— |2 — ||

(ii) fy ist injektiv aber nicht surjektiv

>
1.75¢
1.5¢
1.25¢
1k
O0.75¢
O0.5¢
0.25¢}

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild 10.3  fy(z) = z*

(i) f3 ist surjektiv aber nicht injektiv

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

1
Bild 10.4  f3(z) =sinzcosz = 5 sin 2z

(iv) fy ist bijektiv
70+t
60t
50t
40 ¢
30t
20t
10+t

—4 -2 2 4

Bild 10.5 fy(z) =¢€”
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Gegeben sei eine Funktion f: D C IR — IR mit x — y = f(z).

Beschranktheit von Funktionen
Gibt es eine Konstante K € IR, so dass fiir alle z € D gilt
a) |f(z)| < K, dann heiit f beschrankt in D,
b) f(x) < K, dann heifit f nach oben beschrankt in D,

¢) K < f(z), dann heiBt f nach unten beschrankt in D.

Monotonie bei Funktionen
Gilt fur alle z1, 29 € D mit 1 < a9
a) f(x1) < f(xz), dann heifit f streng monoton wachsend in D,

b) f(z1) < f(xs), dann heifit f monoton wachsend in D.

Bei Umkehrung der Ungleichung (>, >) spricht man von (streng) monoton fallend.

Kriterium fiir eine Umkehrfunktionen:

Ist f im Intervall [a,b] streng monoton, dann ist f : [a,b] — f([a,b]) bijektiv und
besitzt in [a,b] eine Umkehrfunktion.

Konvexitat bei Funktionen

Gilt fur alle z1, 29 € D mit 1 < 29 und alle a mit 0 < a < 1
a) flary+ (1 —a)xe) < af(xy)+ (1 —a)f(xs2), dann heifit f streng konvex in D,
b) flazx; 4+ (1 —a)zs) < af(x1)+ (1 —a)f(zs), dann heifit f konvex in D.

Bei Umkehrung der Ungleichung (>, >) spricht man von (streng) konkav.

Symmetrie bei Funktionen

Eine Funktion f: D C IR — IR besitzt folgende Symmetrien, wenn fiir alle x € D gilt
f(=z) = f(x), dann heifit f gerade,

f(=z) = —f(x), dann heifit f ungerade.
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Aufgabe 11:

Zu den Abbildungsvorschriften f(z) und g(z) seien die folgenden Funktionsgraphen
gegeben:

flz) =? g(z) =7.

a) Man begriinde, welche der Abbildungsvorschriften

fue) =2+ a° ﬁ(@:u%, fol@) = sinhz, fi(z) = n(z])

mit f(z) und welche mit g(x) iibereinstimmt.

b) Man untersuche, ob es sich bei f und g um gerade, ungerade oder beschrénkte
Funktionen handelt.

¢) Anhand der Funktionsgraphen von f und g gebe man die Bereiche an, in denen
die Funktion monoton wichst oder féllt und konkav oder konvex (von unten) ist.

Losung:

a) Aus dem Funktionsgraph von f(z) folgt, dass f ungerade ist.

\ y
10 4r

-0t -4t

fi(z) =2+ 2° f(z) = f3(x) = sinhz.
Damit kommen nur die ungeraden Funktionen f; und f3 in Frage.

Es gilt f1(2) =10 > f(2). Damit muss f(z) = f3(x) = sinh x gelten.
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Aus dem Funktionsgraph von g(z) folgt, dass g gerade ist.

9(2) = folw) =1 — — filx) = n(|))

72
Damit kommen nur die geraden Funktionen f; und f; in Frage.
1
Es gilt f4(5) > 1> ¢(5). Damit muss g(z) = fo(r) =1 — — gelten.
x
b) f ist unbeschrankt.
f ist im Definitionsbereich D = IR ungerade,
denn dort gilt

f(=z) = sinh(—z) =

g ist im Definitionsbereich D = IR\{0} nach oben beschrénkt:

1
g(w)=1—;<1.

g ist in D gerade, denn es gilt g(—z) =1 — =1—-—— =g(z).

c¢) Fiir alle z € IR wéchst f streng monoton.
In | — 00,0] ist f streng konkav von unten und

in [0, oo[ streng konvex von unten.

Im Intervall | — oo, 0[ fallt g streng monoton und ist streng konkav von unten.

Im Intervall |0, oo[ wéchst g streng monoton und ist streng konkav von unten.
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Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

T

exp:IR—IRY | r—y=expla)=c¢

n:R*—>R , y—x=In(y)

Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion:

xT

y=¢" & ax=Ihy, y=€e"Y, z=In("), In(1)=0, In(e)=1.

Rechenregeln fiir den natiirlichen Logarithmus

Aus der Funktionalgleichung e*e? = e*™¥ der Exponentialfunktion und (e*)* = e® mit
a € IR ergibt sich:

X

In(z) +In(y) =In(z-y), In(z)—In(y) =In (5) , In(z%) =aln(z).

gebrochen rationale Funktionen
Eine Funktion, die sich als Bruch zweier Polynome schreiben lasst

_ pa(z)  ana™ + 2"V Fasr? +ax + ag
() b @™ A by a4 boa? + by + by

f(z)

heifit gebrochen rationale Funktion. Gilt Zahlergrad n grofler oder gleich Nenner-
grad m, so kann von f durch Polynomdivision ein Polynom p vom Grad n — m
abgespalten werden. Fiir den Grad des Rest-Zahlerpolynoms r; gilt k£ < m

T‘k(l')
gm () '

f(z) =p(x) +

Aufgabe 12:

a) Man vereinfache die folgende Abbildungsvorschrift

f(z) =In w —In(z +2) + In(z) .

b) Fiir die unecht gebrochen rationale Funktion

23 4+ 322 — 3z — 31
2+ 62+ 11 '

fz) =

spalte man den polynomialen Anteil durch Polynomdivision ab.
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c¢) Mit Hilfe der Eulerschen Formel und unter Verwendung von cos?x + sin’x = 1
bestatige man die Giiltigkeit der Additionstheoreme

cos3rx = 4cos®x —3cosx,
sin3z = 3sinx —4sin’z.
Losung:
244 4
&) flz) = lnﬂ—ln(x+2)+ln(x)
x
= In(z® + 42 +4) — In(z) — In(z + 2) + In(z)
= In(z+2)* - In(z +2)
= 2ln(z+2)—In(z+2)=In(z+2).
b) do + 2
54322 — 30 —31): (2 + 6+ 1) =z -3+ —— =
(® + 3z x ):(z*+6zx+11) ==z +x2—|—6:r;—|—11
—(2% 462  +112)
—32?  —l14r 31
(=322 —18z —33)
+2

c¢) Mit der Eulerschen Formel e’ = cos ¢ + i sin ¢ erhélt man

cos3x +1sindx =

COSs

e = (6”)3 = (cosz + isinz)®

cos® z + 3icos® xsinx — 3cosxsin® x — isin® x

3

x — 3coszsin®z +i(3cos? rsinw — sin® 1) |

Mit einem Koeffizientenvergleich und cos? z + sin? = 1 ergibt sich

Ccos 3x

sin 3x

cos® r — 3cosrsin?x

3

cos®  — 3 cos (1 — cos?

)
4cos®s —3cosx,

3cos? rsinz — sin® z

3(1 —sin*z) sinx — sin® z

3sinz — 4sin’z .



