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Informationsquellen

@ Internet
www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/al/1718

@ Vorlesung
Dienstag, 13:15—-14:45, Audimax |, ab 24.10.2017
+ VideoUlbertragung in Rdume HO0.16 und H0.09
BU, BVT, EUT, LUM, MB, MTB/MEC, SB, VT
Donnerstag, 11:30-13:00, Audimax Il, ab 26.10.2017
AIW, ET, IN/ IW
@ Ubungen in Tutorgruppen
Dr. Hanna Peywand Kiani und Ubungsgruppenleiter(innen)
@ Anleitung zu den Ubungen (14-t4glich)
Dr. Hanna Peywand Kiani.
Montag, 14:45—-16:15, Audimax 1, ab 13.11.2017
Dienstag, 9:45-11:15, Audimax 1, ab 14.11.2017

@ Sprechstunde Prof. Reis
Dienstag, E 3.079, 10:00-11:00
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... der Dozent

zu meiner Person

seit 2011

2010 - 2011
2008 - 2009
2005 - 2009
2002 - 2006
1998 - 2002

irgendwann davor

Professor an der Uni Hamburg, FB Mathematik
Vertretungsprofessor hier an der TUHH
Gastwissenschaftler an der Rice University, Houston/Texas
wiss. Mitarbeiter an der TU Berlin

Dr. rer. nat. (Mathematik) an der TU Kaiserslautern

Studium (Mathematik mit Nebenfach Elektrotechnik)
an der Uni Kaiserslautern

geboren in Trier (Rheinland-Pfalz)

Analysis | December 5, 2017

4/117



... der Dozent
zu meiner Person

Forschungsinteressen
@ mathematische Theorie der Regelung und Steuerung
@ Anwendungen in der mechanischen Mehrkérperdynamik
@ Simulation und Modellbildung elektrischer Schaltungen
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Inhalt der Analysis |

@ Logik und Mengen

@ Abbildungen, Zahlen und vollstandige Induktion
© Folgen, Reihen und Konvergenz

@ Elementare Funktionen

@ Stetigkeit von Funktionen

@ Differenzierbarkeit und Differentiationsregeln
@ Mittelwertsatze, lokale Extrema, Satz von Taylor

© Regel von de I'Hospital, Kurvendiskussion
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Logik und Mengen
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Beispiel: Logische Aussagen

A:=  “625ist durch 5, 25 und 125 teilbar”
B:= “x* 41 =0 hat keine reelle Lésung”
C:= “Die Punkte Py = (1,2), P» = (2,4) und P> = (5, 5)

liegen auf einer Geraden”

o P

- N W &

1.2 3 4 5
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Logische Aussagen

Postulat
Eine Aussage kann entweder wahr oder falsch sein; ein Drittes gibt es nicht.

Wahrheitswert des vorigen Beispiels:

w(A) = W
w(B) =W
w(C) =F

Aussageform (Beispiel):

A(x):=  “Die Punkte Py = (1,2), P> = (2,4) und P> = (5, x)
liegen auf einer Geraden”

Man sieht (sofort):
A(10) ist wahr, also w(A(10)) = W.
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Logische Operationen

Negation
—A ist definiert durch w(—A) = F, falls w(A) = W.

Konjunktion A A B:
w(A A B) = W genau dann, wenn w(A) = W und w(B) = W.

Disjunktion (Alternative) Av B
w(AV B) = F genau dann, wenn w(A) = F und w(B) = F.

V.
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Logische Operationen (cont.)

Implikation A= B

w(A = B) = F genau dann, wenn w(A) = W und w(B) = F. J
Aquivalenz A < B

w(A < B) = W genau dann, wenn w(A) = w(B).
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Wahrheitswerttabellen

A -A
W F
F W

A B AAB AVB A=B A<B
W W W W W W
W F Fooow F F
F w Foow w F
F F F F W W
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Beispiel

Aussage
C:=(AN(B=-A)=-B J

Zugehorige Wahrheitswerttabelle

A B A -B B=-A AA(B=-B) C
W W FF F F W
W F Foow W w w
F W W F W F W
F F wow W F W

Die Aussage C ist immer wahr (“Tautologie”).
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Indirekter Beweis

Die folgende Wahrheitswerttabelle ist gultig:

A B -A -B A=B -B=-A (A= B)< (-B=-A)
W W F F W w w
W F F W F F W
F W W F W w w
F F W W w W W
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Mathematische Satze und Beweistechniken.

Standardform eines Satzes:

A — B, fir Aussagen A, B,

wobei A Voraussetzung und B Behauptung heif3t.
Maogliche Beweistechniken:

Direkter Beweis (Kettenschluss)

A=A A —=A— .. —A=B

Indirekter Beweis (Widerspruch)
Benutze

A— B — -B=— —-A
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Exemplarisches Beispiel fur einen ersten Beweis.
Satz

Eine natlrliche Zahl n ist genau dann gerade, wenn__ihr Quadrat n?
gerade ist, d.h. fur alle natlrlichen Zahlen n gilt die Aquivalenz

n gerade — n? gerade.

Beweis: Fiihre den Beweis in zwei Schritten:
Zeige

n gerade — n? gerade.
Zeige
n? gerade = n gerade.
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VorUberlegungen
Eine nat. Zahl nist ...
... genau dann gerade, wenn n = 2k fur eine nat. Zahl k.

... genau dann ungerade, wenn n = 2k — 1 flr eine nat. Zahl k.

n gerade = n? gerade (direkter Beweis)

Se.' b S{\l’e‘wzg_ =7 et €. unebl 2a(/ lc , Fo Dqus w2k

=7 e fix)T s ekt = (k) =3 ouv grrmok

n? gerade = n gerade (indirekter Beweis)

Avgacmeen n vagmde =3 E5 ax, hak. Zablic  s.of. thz2lic-4
=9 qvr(rur-Tz quderik 441 =Ll -kia) A => WS e o

v
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Quantoren

... zur Abkurzung haufig benutzter Floskeln

Quantoren
oV “fiiralle”;
@ 1 ‘“es existiert”;

Sei A(x) eine Aussageform. Dann definieren wir neue Aussagen wie
folgt.

@ Vx:A(x) “furalle x gilt A(x)";
@ dx:A(x) “esgibt mindestens ein x, fir das A(x) gilt”
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Quantoren

Die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen werden entsprechend
definiert:

Vx:A(x) <= faralle x gilt A(x)

dx: A(x) <= es gibt mindestens ein x, so dass A(x)

Negation von Quantoren
Es qilt

—

vX:A(x)) — ax:(ﬂA(x)

( )
ﬁ<EIX:A(X)) = VX:<—|A(X)>
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Negation von Quantoren
Beispiel:

A /4”“- To- S‘loa‘(?ﬁ-ﬁ«ﬂﬂ-‘ 'C""“ef" T, Matbeaadrts f

{Qﬁsmf?;& “

TA L Es €xisbict ety TO - Stoolieazr o e fohoc Mokl e ks
b\t‘ﬁ‘!" {ﬁh%M; {(‘8 C,.a*# .
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Definition
Eine Menge ist eine Kollektion von paarweise verschiedenen Objekten.
Die einzelnen Objekte werden Elemente der Menge genannt.

v

Beispiele
@ N ={1,2,3,...} Menge der natirlichen Zahlen;
e Np ={0,1,2,3,...} Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen;
@ Studierende der TUHH;
@ Horer der Analysis | im WiSe 2017/2018;
@ Menge der Primzahlen.

Notationen
Sei M eine Menge.

aceM < aistein Element der Menge M
a¢M — —(ae M)
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Mengen
Beispiel:

= f cok ,%O-lféi éf&uzl = {SC-“; lglhw,lfo;‘f

n

fgw ,Hao , vot cof | rc.l-‘&,@, ,r-H

f ale-ppdrk AUC‘E.-:!;(UG-\J u..,ﬁ Ee-‘L‘h{Fm’(&C_ S‘P{'e("., Céc’.l.,:z_ &({E'/)
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Mengen

@ Aufzdhlung der Elemente: M := {1,2,3,4}
@ Charakterisierende Eigenschaft der Menge, M := {x € Q|A(x)}

Bedeutung der verwendeten Symbole
= “wird definiert durch”
A(x) Aussageform, definiert fir Elemente x aus Q

Teilmengen Gleichheit von Mengen
M c N, wenn M = N, wenn
Vx:(x e M= x € N) Vx:(x € M<= x € N)
Leere Menge
Menge, die kein Element enthélt. Bezeichnung: J
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Eigenschaften

e McC M,

@ MCcN)A(NCM) = M=N,;
@ MCcN)A(NCP) = MCP.

Verknipfung von Mengen

MUN = {x|xeMvxeN} (Vereinigung)

MAN = {x|xe MAxeN} (Durchschnitt)

M\N = {x|xeMAx¢&N} (Differenz)

MxN = {(a,b)laec MAbe N} (Cartesisches Produkt)
PM) = {X|XcM} (Potenzmenge)
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Verknupfung von Mengen
M = Meaye Lo Stoclicencz | [ Aoadomas T
N 2 Mena o wellide Slealiermct. o Aol cany T
= N M
M N /““"V- o2 w:-nnfl,'odhn S\(uof»'ed‘ﬁ-.oﬂh o Mwﬂ

—

Mz fa,2,33 Plam) = 10,640,627 93) S423 f433 7B 1251}
A= f ok, g:"éi

Mns = fineob) (2eeb) (3uok) (4, 15) [2,86)  (3,%5)]

Ao Mars vt
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Weitere Bezeichnungen

@ Gilt Mn N = (), so nennt man M und N disjunkt.
@ VerknUpfung von endlich vielen Mengen.

LnJAk = AUAU---UA,

= {a|Fie{l,....n} : ac A}
ﬂAk = AiNAn---NA,

= {a|Vie{1,...,n} : ac A}
HAk = A xAyx---xA,

= {(31,...,an)|Vi€{1,...,!7}:a,-EA,-}
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Weitere Bemerkungen und Bezeichnungen.
Flr geordnete Paare bzw. n-Tupel gilt:

(a1,a2) = (b1,b2) <= aj=by AN ax=bp
(X1, Xn) = W1, ¥n) = VYie{l,...,n} : x;=VY,

Wichtige Cartesische Produkte
@ die Euklidische Ebene

RZ=R xR ={(x,y)|x,y € R}
@ der dreidimensionale Euklidische Raum
RE=RxRxR={(x,y,2)|x,y,ze R}
@ der n-dimensionale Euklidische Raum

R"=Rx---xR={(xq,...,Xn) | X; € R}

December 5, 2017
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Der Einheitskreis
e Kreisscheibe mit Radius 1

A::{(X,y)eR2| x2+y2S1}

15

05}

. . . . .
“15 -1 -05 0 05 1 15
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Zwei Streifen
B:={(x,y)eR5 < x?+1<17}

Beachte:
5<x241<17 <= 4<x?<16 «— 4<x<-2Vv2<x<4
und somit gilt

B={(x,y) eR}—4<x<-2V2<x<4}.
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Intervalle in R.

Seiena,be Rmita< b.

[a,b] .= {x|a< x < b} abgeschlossenes Intervall

(a,b) :={x]a< x < b} offenes Intervall a b
[a,b) :={x|a< x < b} halboffenes Intervall .
(a,b] ;= {x|a< x < b} halooffenes Intervall =
La=)i= fxlagxl (oial= {x I x2a? (~opol= iR
(aee):iz (xlacx} (-~ )iz §xlxe o}
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Abbildungen, Zahlen und vollstandige
Induktion
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Natlrliche Zahlen N Buch Kap. 1.4

Peano: Axiome zur Charakterisierung der Menge N der
natdrlichen Zahlen

@ 1 ist eine naturliche Zahl.

@ Jede natlrliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n’
(Schreibweise 2=1’, 3=2" usw.).

© 1 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

© die Nachfolger zweier verschiedener natirlicher Zahlen sind
voneinander verschieden (daraus folgt insbesondere, dass jede
nattrliche Zahl au3er 1 genau einen Vorganger hat).

© Induktionsprinzip: Sei A C N mit

(i) 1 € A,
(i)ne A= n' € A
Dannist A= N.

Notation: No :=NU {0} ={0,1,2,3,...}.
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Volistandige Induktion Buch Kap. 1.4

Prinzip der vollstandigen Induktion
Seien ng € N und A(n) eine Aussageform fir jedes n € N mit n > ny.
Wenn die beiden Aussagen

@ A(np) ist wahr,

Q firalle ke N, k> ny: A(k)ist wahr = A(k + 1) ist wahr
gelten, dann ist die Aussage A(n) fur alle n € N mit n > ng wabhr. )
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Volistandige Induktion

Beispiel 1 (GauBsche Summenformel)
Zu zeigen ist die Aussage: Fir alle n € N gilt

:n(n+1)

n
Zk::1+2+---+n 5

k=1

Beweis durch vollstandige Induktion nach n:
lwotelitionsshact 1 w=a: Es sl f P I kT
KA z

(metnlebgageche: < neq, G
R P

P

nika b
e Sl o Geye B0 (ks 2l (1) (0e2)
“h=a Kra z w - P

_ (mexd [(maadea)

= o

v
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Beispiel 1 (GauBsche Summenformel)
Zu zeigen ist die Aussage: Fir alle n € N gilt

n
n(n-+1
Zk;:1+2+...+n:%_
k=1 J
Direkter Beweis:
9 ok 2 A s e 3 Q. + (a-a) & o
.
2 e Ay A VPR
k=

Y
x = ) A . .
L E:’ fir #a «.(m“]a-(r.. Adelaeap. o - 1 (G1a) & (ut1) = pn (b

=y &k

[T

v
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Vollstandige Induktion

Beispiel 2 (Bernoullische Ungleichung)

Zu zeigen ist die Aussage: Fir alle n € N, x > 0 qilt

(1+x)">1+nx.

Beweis durch vollstandige Induktion nach n:

Ihcﬁukh‘oq:o‘qﬁah& o= AL (/1..;(}" = A+

[ oten whions sohiclt w—oeyn

Ad A e B Ag Ay
Dﬂ\.h"l

W

(g
Es ng“ll‘t (/I'-l-,\r)“z At a
“en o
(/ha() = g-/f._t.f__)_ -("“X}B(A+hx.’{ﬂbh’}‘-"'-I-ux;.x‘_hx'!-
2 Ar iy ?e

A¥ yw ¢ x =

At (naad
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v
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Zurlck zu N Buch Kap. 1.4

Fundamentalsatz der Arithmetik (Primfaktorzerlegung)

Jede natlrliche Zahl n > 1 lasst sich auf eine und nur eine Weise als
Produkt endlich vieler Primzahlen darstellen, wenn man die
Primzahlen der Gré3e nach ordnet.

Beispiele:
L5=¢"
>=§'% . ASo ¢ :2"1'2-1.-?./(?.
w5 . A3 = a3, Sa =

3-3-3. 2
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Ganze Zahlen Z = {0, +1, —1, 42, -2, +3, -3, ...}
Buch Kap. 1.5

Grundlegende Eigenschaft
Fir jede gegebene n, m € Z ist die Gleichung

n+x=m

nach x auflosbar.

Konsequenz:
Z abgeschlossen gegenlber Addition, Subtraktion und Multiplikation.

Aber:
Nicht gegentber Division, denn

Sucht man eine Lésung x der Gleichung nx = mfirn,m e Z, n # 0,
S0 gibt es eine Lésung x € Z nur dann, wenn n ein Teiler von mist.

v
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Rationale Zahlen Buch Kap. 1.5

Q:{q|q:g, abez, b;éO}

wobei
1= 22 s a1by = asb
by ~ by 102 = & 01.

Esgilt Z C Q (setze b=1).
Addition und Multiplikation in Q

(9]

a,oc_adtbe ac_a
b d  bd ’ b d bd

Kirzen
Wir kdbnnen immer dafiir sorgen, dass "a, b teilerfremd” sind.

Grundlage dafur: Primfaktorenzerlegung von Zahler und Nenner. Es
wird solange "gekiirzt”, bis in Zahler und Nenner nur noch
unterschiedliche Primzahlen vorhanden sind.

v
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Rationale Zahlen Buch Kap. 1.5

Division
In Q hat die Gleichung nx = m, (n,meZ,n;ﬁO)eineLasungx:%T_J
e
Gx = 5§00 = x = g5 e
=2
F.ox =3 =7 x =3
3 .  _ Poraw _ E3
7 15 T azs 137§
2 . e
* 15 0 azs
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Rationale Zahlen Buch Kap. 1.5
Periodischer Dezimalbruch
a € Q — adarstellbar als unendlicher periodischer Dezimalbruch:

m o0
a= Z Zm_n10M" 4 Z z 4 107%  z,€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
n=0 k=1

Kurzform

a=2ZmZm—-1...-20,Z2- 122 ...
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Rationale Zahlen Buch Kap. 1.5
Beispiele

; =0,142857142857142857 . ..

=10""+4.102+2.10°%+8.-10*+5-107°+7-10"% + ..
Periode hier 142857.
9'70:11.25000...
=1-10'+1.10°+2.107"+5.1072

Periode hier 0.
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Reelle Zahlen Buch Kap. 1.5

Beachte

x € Q mit x2 = 2 existiert nicht!

J

Begrindung:
A Fhacthmen | 2 ex, el ¥ €dB w. Tt ?(1; .,
Ser<a e qe 2 (] -{-o.fw.r';.rcs...&

“
(S ot T
=5 L= x = .!;—1_ =7 P =L 4" %Y f gmok =5 p ogermote

=2 3 e A S.J’L. - = 2 e =7 L(.L‘-: (?_«-.)& = PL':l‘iL':??'t“-:ﬁl

=2 §" gk > q geasle Alsn s fu...(Toé..mC, L telea .

®] iey 1',_1," Ern M&‘Spfmq 2e Py 9 ﬁ,‘f&'ﬁ'eup{ f

9t T = £

Erweiterung von Q notwendig — Reelle Zahlen
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Reelle Zahlen Buch Kap. 1.5

R = {x | x ist unendlicher Dezimalbruch}.

Problematisch

Aufschreiben solcher nichtperiodischer Dezimalbriiche. Man kann nur
Naherungen angeben, z.B.

1,41; 1,414 ; 1,4142; 1,41421 ...
fir x = /2, oder
3,14; 3,141 ; 3,1415; 3,14159 ...

fir x = = (spater).

Beim Rechnen mit diesen nichtperiodischen Dezimalbriichen muss
man sich im Allg. auch auf Naherungswerte in Form endlicher
Dezimalbriliche stiitzen.
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Komplexe Zahlen - Motivation Buch Kap. 1.5

y y
\ / 101
- 5 x
y= X 2+4x+5
) 5
-5f y=x+4x-5
= (x+5)(x-1)
~104 -5 5 x

Abb. 1.22: Quadratische Gleichungen mit und ohne Lésungen in R

Erweiterung von R notwendig — Komplexe Zahlen.
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Komplexe Zahlen Buch Kap. 1.5
Wir wollen ein Zahlenmenge definieren, in dem jedes Polynom eine

Nullstelle besitzt. Betrachte etwa x2 + 4x + 5 = 0. Mit der “pg-Formel”
ergibt sich

X12 = -2+ v-1.
Frage
Was ist
V=17
%Chﬂ.’

Ls:’az.wi'!{cé Y Y ﬁ,bekf'epp(-“ )
Beb“""d“’“(j feAs JTaT

':J:-J:nrm"-fr_\-:/f ??2
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Komplexe Zahlen e Buch Kap. 1.5
Teia .82 D‘QL’" Z‘O__‘
Imaginére Einheit (She wiae gT20)
Unter der imaginaren Einheit versteht man den Ausdruck /.
Es gilt dabei
#=-1.

Komplexe Zahl

Unter einer komplexen Zahl z € C versteht man einen Ausdruck der
Form

Z:=a-+bi mit abekR.

@ acRheiBt Realteilvonz: a=: Rez.
© b € R heiBt Imaginarteilvonz: b =:Imz.

© Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sowohl Realteil als
auch Imaginarteil Gbereinstimmen.

v
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Komplexe Zahlen Buch Kap. 1.5

Betrag und Konjugation
Gegeben sei eine komplexe Zahl

z:=a+bieC mit abeR.

Z=a—>bi

heiBt die zu z konjugiert komplexe Zahl.

@ Unter dem Betrag |z| einer komplexen Zahl z = a + b versteht
man die nichtnegative reelle Zahl |z| = Va2 + b?.
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Komplexe Zahlen Buch Kap. 1.5

Rechnen in C
(/"'-7-{) + (-%_J.?,,') T ~q 5
(4v20) (-543) = -5 3 ALY 202,

==5 + Y ~Ao; +g " = S -2 € =aap

-

1

]

N
3

|

Avli o (A+20) (-5-3)  -5_ser -3 -6 _ A-a;
—. e AT TSN 3 m S o A 4w,
! o Esed)-5-30) 25 & AS( - A5 - §i™ 34 3x 3q
/ Zon
mob Wenfosaat  Komploxon o Alanars epmoifors
.



Die GAuUSSsche Zahlenebene Buch Kap. 1.7 (Abb. 1.23/1.24)

1 z=2+i

0‘ éRez

z =2+ i€ Cin GAUSSscher Ebene Polarkoordinaten in GAusSscher Ebene

Fakten

@ Jeder Punkt z € C der GauB’schen Zahlenebene ist eindeutig
charakterisiert durch eine Lange r := |z| und einen Winkel
Argz := ¢ € [0, 2m).

@ Beachte, dass Winkel ¢ + 2k~ fir k € Z bei gleichem r dieselbe
komplexe Zahl beschreiben.

@ z=r(cos¢+ isin ).

v
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Die GAUSSsche Zahlenebene Buch Kap. 1.7.2

z = a+ bikannin Gauf3’scher Ebene
durch Vektor 0z mit Komponenten a, b
dargestellt werden. Addition und
Subtraktion entsprechen dann Addition
und Subtraktion von Vektoren.

Dreiecksungleichung
Aus dem Dreieck 0AB liest man ab:

|0B| < [0A| +|AB|, also |zy+ 2| < |z1| + |2o| -
Ebenso gilt im Dreieck 0AC

0C| > |AC| - [0A] und
0C| > [0A| — |AC|, also |z — 2| > ||z1] — |||

v
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Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten Buch Kap. 1.7.2

Polarkoordinaten
Sei z = a+ bi. Dann gilt mit r := |Z|

a=rcos¢p, b=rsing, r:\/a2+b2,tan¢:g (a#0).

Multiplikation und Division

Fur z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) und w = |w|(cos 1) + I sin ) in
Polarkoordinatendarstellung ergibt sich

z-w = |z||w|(cos(¢ + 1) + i sin(¢ + 1))).
Fur die Division zweier komplexer Zahlen z und w (|w| # 0) ergibt sich

12|

= +—(cos(¢p — 1) + i sin(¢p — 1)),

z
wo|wl

v
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Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten Buch Kap. 1.7.2

Konsequenz

@ Bei Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich die
Betrage und addieren sich die Winkel.

@ Bei Division zweier komplexer Zahlen dividieren sich die Betrage
und subtrahieren sich die Winkel.

Beispiele
24 = Axy I E‘L= —-A +Ll.
T, E, T (ﬂl-:'}!""i-z.‘) = —ARL{ -y -1

v
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